Une question d'un collegue :

comment enseigner la démonstration de
I'équation du second degre ?

En quoi les outils numeériques peuvent nous
permettre de créer un milieu favorable a I'étude

d'une demonstration ?



Cadre

e Classe : premiere générale specialité mathématique

e Domaine : algebre

e Secteur : equations, fonctions polyndmes du second degré

e Demonstration proposeée : resolution de I'équation du second
degre

e Place dans la progression annuelle : début d'année



Une premiere solution

Une premiere solution est proposée dans les lignes directrices
pour l'enseignement :

le professeur expose la démonstration et permet aux éleves
d'acceder a I'abstraction.

Classiqguement on trouve des démonstrations comme ci-apres



On met a en facteur (a # 0) : ax? + bz + ¢ = a(z? + gCB—I— g)
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Pour simplifier cette écriture, posons A = b? — 4ac. A s'appelle
le discriminant du trindme az? + bz + c.
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e si A < 0I'équation n'a pas de solution réelle.

e si A = 0 I'équation a une seule solution £y = —%.

e si A > 0 I'équation a deux solutions :

—b+vVA —b—VA
2a

L1 = 2a

etry =



Pour autant

Toujours dans les lignes directrices pour |'enseignement :
Le professeur doit veiller a établir un equilibre entre divers

temps d'apprentissage :

e |es temps de recherche, d'activite, de manipulation ;

e |es temps de dialogue et d’échange, de verbalisation ;

Pour accéder a I'abstraction une majorité des éleves doivent passer
par ces deux temps, notamment parce qu'ils se créent une base
expérimentale ou des images mentales sur les fonctions avant
d'aborder la démonstration.

Ce qui suit est une proposition alternative



Proposition
On commence par explorer 4 problemes

Pb 1: Une optimisation de la surface de baignade

Un maitre-nageur dispose d'une corde de 55 metres de longueur
pour délimiter un rectangle de baignade surveillée de forme
rectangulaire. Il se demande comment disposer la corde pour
obtenir une aire maximale. Comment disposer la corde ?



Pb 2 : Un probleme de balistique

Pour une reconstitution historique on prévoit une démonstration
d'utilisation d'un engin de siege médiéval. On demande a un
iIngénieur de s'assurer que le projectile n'endommagera pas une
ancienne muraille par dessus laquelle il passera. Il est désire que le
projectile passe largement au dessus de la muraille.

On modélise la trajectoire du projective avec |'équation suivante.
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avec ¢ = 10ms ™!, Vo = 40ms™! et h est la hauteur initiale.

Ou placer le trebuchet pour que le projectile passe au plus haut a la
verticale de la muraille ?



Pb 3 : Un probleme de prix de la place de théatre

Le directeur d'une salle de spectacles de 8000 places organise un
concert. Il souhaite fixer le prix du billet pour optimiser le prix de sa
recette. Une étude de marché lui apprend que :

e Sile prix du billet est 50 €, il vend 3000 billets.

e Chaque baisse de 1 € lui permet de vendre 170 billets
supplémentaires.

e Chaque augmentation de 1 € lui fait vendre 170 billets en
moins.

Déterminez le prix du billet pour que la recette soit maximale.



Pb 4 : Un probleme de surface

On souhaite redécouper une plaque carrée de 10 cm de cote dont
les coins sont abimés. On découpe de la facon suivante.
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Comment obtenir une nouvelle plaque carrée d'aire 82 cm? ?

Comment obtenir une nouvelle plaque carrée d'aire 90 cm? ?



Modélisations

e Le pb 1 revient a optimiser la fonction définie sur [0; 27.5] par
A(z) = z(55 — 22) = —22* + 55z

e Le pb 2 revient a optimiser la fonction h définie par:
hz)=—ma’+z+h=—2+z+h

e |e pb 3 revient a optimiser la fonction P définie par:
P(z) = (50 — x)(3000 + 170x)

e le pb 4 revient a résoudre 100 — 2z(10 — ) — 82 = 0 puis
100 — 22(10 —z) — 90 =0



Expérimentation calculatrice (pb1)
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Expérimentation calculatrice (pb1)

X (x)
13 arT

13.1 37T .28

13 .2 ATT.52

13 .3 IrT. 72

13 .4 377 .88
13.5 378

13.6 378 .08



Expérimentation calculatrice (pb1)

Graphigue Tableau

400

x=13.75 f(x)=376.13



Expérimentation GGB (pb1)

f(x) = —2x3+55x =¥ ' AC [ ¢ G/
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Pourquoil arréter I'exploration numérique ici ?

e Certains éleves reperent une symétrie.
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Experimentation principalement graphique sur
plusieurs fonctions
A(z) = z(55 — 22) = —22% + 55z
h(z) = —15:2°+x+h
P(z) = (50 — z)(3000 + 170x)
f(z) =3z* — 2z — 2
g(z) =2(z—1)*+3
k(x) =100 — 22(10 — x) — 82
(z) = 100 — 22(10 — z) — 90
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- - et d'autres (avec des formes developpées, des formes
factorisées et des formes canoniques)

Consigne : |dentifier les différences et les points commun entre ces
fonctions.



Objectifs expérimentation et des mises en commun

Bilan 1
e On reconnait des formes factorisees, des formes développées
et d'autres formes.
e Ces fonctions ont toutes la méme forme développeée :
azx’ +bx + ¢
e Leurs représentations graphiques ressemblent a celle de la
fonction carrée.
e Comme la fonction carrée elles possedent un axe de symétrie.
Consigne : Comment peut-on passer de la représentation

graphique de la fonction carrée a celle de chacune de ces fonctions
en utilisant GeoGebra ?



f(x) = 32 —2x-2 =¥
g(x) = ¥
Saisie...
2
Il faut décocher "objet fixe"
) =3-2x—2 N _\" ',

g(x) = (x—0.36)2—2.34 "

Saisie...




En mode déplacer la touche [Al1t] du clavier permet de modifier
I'ecartement de la parabole.

- g T — A B C
O ®f[x] =3x*-2x-2 = = 1 x fi(x) g(x)
: 2 2 -5 83 83.75
O g =3(x-036)2-23 3 4 54  54.63
| 4 3 31 3149
+ 5 -2 14 14.35
p" ; ; 6 -1 3 3.2
7 0 2 -1.95
8 1 4 -
L 9 2 6 572
10 3 19 1855
11 4 38 37.37
12 5 63 62.18

On identifie une nouvelle forme qui émerge grace a GGB.



On peut modifier I'expression de g() a la main dans la fenétre

algébrique.

Q@ fx)=3x-2x-2

® x- 3(x—%)2—g

+ | Saisie.. N L

On a une certitude mais ce n'est pas demontré !
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On peut I'etablir facilement en partant de la nouvelle forme donnée
par GGB

g(z) = 3z* — 2z + 3

g(z) = 3x% — 2z — 2

On peut faire remarquer aux éleves que |'on aurait pu partir de
g(z) = 3x% — 2x — 2, commencer par factoriser 3, faire

apparaiter une identité remarquable ...



Bilan 2

e |dentifier les trois formes : développée, factorisée et une
nouvelle que I'on appelle forme canonique

e |dentifier |'utilité (ou les utilités) de chacune de ses formes.

Le milieu est maintenant favorable a la réalisation de la
démonstration



Enfin l'institutionnalisation !

Il reste au professeur a exposer la déemonstration en deux etapes
e forme canonique
e résolution equation

a institutionnaliser un certain nombre de résultats classiques,

et a revenir sur les problemes initiaux pour les résoudre en utilisant
la théorie disponible.



