'BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR
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Epreuve de mathématiques

GROUPEMENT B CODE : MATGRB?2

Durée : 2 heures

SPECIALITE COEFFICIENT
Conception et industrialisation en 1.5
microtechniques ’

Une feuille de papier millimétré est fournie.

Les calculatrices de poche sont autorisées conformément a la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans I’appréciation des copies.
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EXERCICE 1 (12 points)

On étudie dans cet exercice une fonction ¢ susceptible d’intervenir dans la modélisation du
trafic Internet au terminal informatique d’une grande société. Pour un réel t positif, (1) est Ia
probabilité que le temps séparant ['arrivée de deux paquets de données soit inférieur a t
secondes.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considere 1'équation différentielle (£): y'+ 710y =710
ou y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur [0, + o [, et y'la fonction
dérivée de y.

1° Déterminer les solutions définies sur [0, +oo [ de I'équation différenticlle (£y) :
y'+ 710y =0.

2° Soit £ 1a fonction définie sur [0, + oo [ par 2(f)= 1.
Démontrer que la fonction 7 est une solution particuliére de I’équation différentielle ().

3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (F).

4° Déterminer la solution ¢ de I'équation différentielle (£) qui vérifie la condition initiale
@ (0)=0.

B. Etude d'une fonction

Soit ¢ la fonction définie sur [0, + oo [par @ (f)=1-e~ """,

- -
On désigne par C la courbe représentative de ¢ dans un repere orthogonal (O; i, j ) ouon

prend comme unités : 10 cm pour 0,01 sur I’axe des abscisses et 10 cm pour 1 sur I’axe des
ordonnées.

1° Montrer que la fonction ¢ est croissante sur [0, + oof.

2° a) Démontrer que le développement limité & I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

100"
2

pest @()=710¢- +t28(f) avec tli_l)%e(t)=0.

b) En déduire une équation de la tangente 7 4 la courbe C au point d’abscisse 0, ainsi
que la position relative de C et T au voisinage de ce point.

- o
3° Tracer sur la copie la tangente 7" et la courbe C dans le repére (O ; i, ;) défini au

début de la partie B. On pourra se limiter a la partie de C correspondant a I’intervalle
f0;0,01].
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4° a) Déterminer par le calcul le nombre réel positif a tel que ¢ (a) =0,5.
Donner la valeur exacte de o, puis sa valeur approchée arrondie a 10~ >
b) Retrouver sur la figure le résultat obtenu au a) : faire apparaitre les constructions
utiles.

Le nombre a représente le temps médian en secondes séparant ['arrivée de deux paquets
de données.

C. Calcul intégral

1° Pour tout réel positif 7, on note 7 (f) = 710_[(: xe 19 dx.

Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que :

— _je-T0e_ 1 -mor, 1
1= -te 710 © 710 -

2° Calculer lim /(7).
t—>+c0

Donner la valeur exacte de cette limite, puis sa valeur approchée arrondie a 10~ ’

Le résultat obtenu est le temps moyen en secondes séparant [’arrivée de deux paquets de
données.
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EXERCICE 2 (8 points)

Soit le signal £, périodique de période 7 = 2x, impair, tel que :
f (@) =1 surl'intervalle 10, nf et f(0) = f(x) =0

1° Sur une feuille de papier millimétré, tracer, dans un repere orthogonal, la représentation
graphique de f'sur I'intervalle [~ 27, 27]. On prendra comme unité 1 cm pour 1 sur I’axe
des abscisses et 5 cm pour 1 sur I’axe des ordonnées.

2° Soit S(f) = aq, +Z(an cos(nwt) + b, sin(nwt)) le développement en série de Fourier
n=l1

associ€¢ a f.
a) Justifier que a, = 0 pour tout nombre entier naturel 7.
T
b) On rappelle que, dans le cas d’un signal impair, b, = ;1, _[02 f (@ sin (n ) t) dr pour tout
nombre entier naturel non nul 7.

Justifier que @ =1 et démontrer que b, = n—2n~(1 - (—1)"), pour tout nombre entier naturel

non nul #.

3° On décide de ne conserver, dans le développement en série de Fourier donné au 2°, que les
termes de rang » inférieur ou égal a 5

a) Montrer que la fonction g ainsi obtenue est définie sur R par :
g = sm ® + 3 sm 3y +t- sm (59).

b) Compléter aprés l’avoir reprodult le tableau de valeurs suivant dont les valeurs
approchées sont a arrondir a 1077

t 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 bis
g() 1,19 | 0,89

c) Compléter le graphique de la question 1° par I’allure de la représentation graphique de g
sur [0, ] obtenue a I’aide des résultats de la question b) et d’une calculatrice graphique.

Les résultats obtenus permettent d’observer ['approximation d’un signal périodique par le
signal obtenu avec les premiers termes de son développement en série de Fourier.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement B

CONCEPTION ET INDUSTRIALISATION EN MICROTECHNIQUES

ADDITIF 1
AU FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES POUR CERTAINES
SPECIALITES DU GROUPEMENT B

Cet additif ne concerne que les spécialités de BTS du groupement B pour
lesquels le programme comporte une étude des séries de Fourier.

SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T';

développement en série de Fourier

£(r) = a, +Z(ak cos(kwt)+ by sinkwt)) = Zc,,e"’”" , (keN, ne Z).

k=l —0
1 pa+T 2 ca+T 2 ca+T .
%= L £¢c)dr ; ag = 7]'0 £(t)cos(kawr)dr ; be=7 L £(t)sin(k w¢)dt
1 a+7 i a[‘ —ibk a +1b
cnz-fja f(t)e oty (ne Z), Co=ap ; —2—=Ck ; kz : =c; (kelN)
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