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LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DE

LA GEOMETRIE.

« Toute sclenco humaine commenco par
les intuitions, de 13 passe aux notlots et finit
par les {ddes, »

Kaxr, Critigue de la ralson pure
( Theorie élémentaire, Partio 11,
Section 1),

INTRODUOTION.

La Géométrie, de méme que I'Arithmétique, n'exige, pour sa con-
struction logique, qu'un petit nombre de principes fondamentaux
simples. Ces principes fondamentaux sont dits les axtomes de la Géo-
métrie. L'exposition de ces axiomes et lour examen approfondi est un
probleme qui, depuis Buclide, a fait P'objet de nombreux Mémoires
remarquables de la Science mathématique (). Ce probleme revient i
I’analyse logique de notre intuition de l'espace.

La recherche qui suit est un nouvel essai dont le but est d’établir

£

(1) Poir los Comptes rondus si complets de G. Voronoso : Grundséige der Geomotrie,
traduction de M. A. Schepp, Leipzig, 189f (Supplément); et F. KuriN, Le Priv Loba-
tschefskiy... (Math. Annalen, 1. L), D. Husenr,
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la Géométrie sur un systbme sipLe et compLer d’axiomes NOEPEXDANTS
ot de déduire de coux-ci les principaux théorbmes géométriques, de
tello sorte que lo rble des divers groupes d'sxiomes et la portée des
conclusions que I'on tire des axiomes individuels soient mis en pleine
lumitre autant qu'il est possihle.

CHAPITRE I,
LES CINQ GROUPES D'AXIOMES.

§ 1.

Les éléments de la Géométrie et les oing groupes d'axiomes.

Convention. — Concevons trois différents systtmes d*dtres : les dtres
du preniER systeme, nous les nommerons points et nous les désignerons
par A, B, C, ...; les étres du peuxitmr systéme, nous le nommerons
droites et nous les désignerons par @, b, ¢, ...; les étres du TRoISIEME
systéme, nous les nommerons plans et nous les désignerons par «, B,
Y+ .+ los points seront aussi nommés eldments de la Géomeétrie linéaire ;
les points et les droites, dléments de ia Geométrie plane; et les points,
les droites et les plans, dldments de la Géomeéirie de Uespace oy éléments
de l'espace.

Concevons que les points, droites et plans aient entre eux certaines
relations mutuelles et désignons ces relations par des mots tels que :
« SONT SITUES ¥, « ENTRE ¥, « PARALLELE », « CONGRUENT », « CONTINU » ;
la description exacte et complete de ces relations a lieu au moyen des
axiomes de la Géometrie. .

Les axiomes de la Géométrie se partagent en cing groupes; chacun
de ces groupes, pris individuellemont, exprime certaines véritds fon-
damentales de méme catégorie qui dérivent de notre intuition. Nous
désignerons ces groupes comme il suit :
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I, 1-7. Axiomes d’association,

H, 1-5. Axiomes de distribution,

I, Axiome des paralléles (Postulat d’ Euclide).

IV, 1~6. Axiomes de congruence,

V. Axiome de la continuité (Axiome d’Archimede ).

§ 2.

Le groupe d’axiomes I : Axiomes d'association.

Les axiomes de ce groupe établissent une association entre les no-
tions précédemment indiquées, points, droites et plans. Ces axiomes
sont les suivants ;.

I, \. Deuz pownts distincts, A, B, déterminent toujours une droite a;
nous poserons AB = a ou BA = a.

Au lieu de « pEvermiNext », nous emploierons uussi d'autres tour-
nures de phrase; par exemple : A « EST SITUE SUR » @; A « EST UN POINT
DE »@; @& « PASSEPAR » A « ET pARB »; « @soixt A ET B » ou « Joint A
A B v, Lorsque A est situé sur a et, en outre, sur une autre droite 4,
nous emploicrons aussi le mode d'expression : « Les brRo1TEs a kT b oxt
LE POINT A EX COMMUN », ot ainsi de suite.

I, 2. Deuw points distincts quelconques d’une droite déterminent cette
droite, et sur toule droite il y a au moins deuw points; ¢ est-a-dire que,
sil'on aAB=aet AC=aetBC, on aaussi BC =a.

I, 3. Trois pownis A, B, C non situcs sur une méme droite déterminent
toujours un plan «; nous poserons ABC = a,

Nous emploierons aussi les tournures : A, B, C « SONT SITUES DANS »
le plan «; « soNT bEs POINTS DE » , et ainsi de suite,

I, 4. Trois points quelcongues A, B, C d’un plan «, non situés sur une
méme droite, déterminent ce ‘plan a.

I, 5. Lorsque deux points A et B d'une droite a sont situés dans un

plan o, il en est de rhéme de tout point de a.
Hc 2
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Nous dirons en ce cas ¢ « LA DROITE @ EST SITUER DANS LE PLAN & », et
ainst de suite.

I, 6. Lorsque deux plans «, 3 ont un point A en commun, ils ont en-
core au moins un autre point B en commun.

1, 7. Surtout plan il y a au moins troés points non situés sur la méme
droite el, dans Uespace, il y a au moins quatre points non situds dans le
méme plan.

Les axiomes 1, {-2 renferment des énoncés qui ne sont relatifs
qu’aux points et aux droites, c’est-a-dire aux éléments de la Géomé-
trie plane, nous pouvons done, pour abréger, les nommer aziomes
planaires du groupe I, par opposilion aux axiomes I, 3-7, que I'on
désignera sous le nom d'aziomes spatiauz de ce groupe. .

Des théorémes qui dérivent des axiomes I, 1-7, je ne citerai que
les deux suivanis :

Tutoneve I, — Deux droites situdées dans le méme plan ont un seul
point en commun ou hien n’en ont aucun; deux plans n'ont aucun
point en commun ou hien ont une droite en commun; un plan et une
droite non située dans ce plan n'ont aucun point en commun ou bien
en ont un seul,

Tutontme H. — Parune droite et un point non situé sur cette droite,
el de méme par deux droites dislinctes ayant un point en commun, il
passe toujours un plan et un sevl.

§ 3.
Le groupe d'axiomes II : Axiomes de distribution (*).
Les axiomes de ce groupe définissent I'idée exprimée par le mot

« ENTRE » et permettent, en se hasant sur cette idée, d’effectuer la dis-
tribution des points sur une droite, dans un plan et dans I’espace.

(1) C'osl M. Pasch qui, dans son Cours de Géométrie moderne, a l¢ promior éiudié en
détail ces axiomes. L'axiome II, 8 en particulier est dd & M. Pasch, (D. Hiubeat.)

T >
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Coxvextion. — Les points d'une droite ont entre eux une certaine
velation qui 8’exprime en particulier au moyen du mot « entre ».

I, 1. —~ A, B, C désignant trots points en ligne droite, si B est sttué
entre A et (il 'est aussi entre C et A,

Fig. 1.
A B ¢

L, 2, — Aet C(fig. 2) désignant deus points d’une droite ily a au
moins un point B situé entre A et G et au moins un point D tel que C. soit
situé entre Aet D,

rig. 4.
4 ° ; 0

i J—
L ¥

I1, 3. — De trois points d’'une droite, tl en est toujours un et un seul
situé entre les deux autres,

I, 4. — Quatre points quelconques A, B, C, D d’une droite peuvent
toujours dire distribués d’une maniére telle que B soit situé entre A et G
et aussi enire A et D, et que C soit situé entre A et D et aussi entre B et D.

Derinrtion. — Le systeme formé par deux points A et B situés sur
une droite est dit un segment, et nous le désignerons par AB ou BA.
Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou
encore & lintérieurdu segment AB; tous les autres points de la droite a

sont dils @ lewtérieur du segment AB. Les points A et B sont dits les
extremités du segment AB.

II, 5, — Sowent A, B, C trois points non en ligne drotte et a une droite

Fig. 3.
C

/

dans le plan ABC qui ne passe par aucun des points A, B, C : st la droitea
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passe par un poiwnt du segment AB, elle passera toujours ou bien par un
point du segment BC ou bien par un point du segment AC,

Les axiomes I, 1-4 renferment des énoncés qui ne sont relatifs
qu'aux points d’une droite et peuvent donc étre nommés awiomes
linéaires du groupe II; I'axiome I, 5 renferme un énoncé relatif aux
éléments de la Géométrie plane, et sera dit par conséquent I'axiome

planaire du groupe II,

§ 4.

Conséquences des axiomes d'association et de distribution,

Des axiomes linéaires II, 1-4 nous déduisons d’abord sans peine les
théorémes suivants :

Tugontme I11. — Entre deux points quelconques d’une droite il y a
toujours une infinité de points,

Tucortue [V. — Ktant donné, sur une droite, un nombre fini de
points, on peut toujours distribuer ces points en une suite A, B, C, D,
E,...,K (fig. 4), telle que B soit situé entre A d'une part et C,

Fig. 4.
A B ¢ D E K

D, E,...,K de l'autre, puis que C soit situé entre A, B d'une part
etD, E, ..., K de l'autre, ensuite que D soit situé entre A, B, C d’une
part et B, ..., K de I'autre, et ainsi de suite. Outre.cette distribution
il n'y en a qu'une autre, la distribution inverse, qui jouisse de la pro-
priété énoncée.

Tutortse V. — Toute droite a située dans un plan « sépare tous les
autres points de ce plan en deux régions qui ont la propriété sui-
vante : tout point A de I'une, joint i tout point B de I'autre, détermine
un segment AB sur lequel est situé un point de la droite @5 au con-
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traire, deux points queleonques A, A’ d'uné méme région déterminent
un segment AA’ qui ne renferme aucun point de a.

Fig. 5.
Al‘

Coxvextiox. — Soient A, A, O, B quatre points situés sur une
droite a et tels que O soit situé entre A et B mais non entre A et A’;
nousdirons alors: Les points A et A’ sont situés sur la droite a die méme
cdté du point O, et les points A et B sont situés sur la droite a de cdees

différents du point O,
Fig. 6.
s N 0o B

L'ensemble des points d’une droite @ situés d'un méme coté d'un
point O est dit un demi-rayon (demi-droite) issu de O; de la sorte tout
point d'une droite la partage en deux demi-rayons,

En faisant usage des notations du théortme V, nous dirons : Les
points A, A’ sont situés dans le plan « du méme cité de la droite a, etles
points A, B sont situés dans le plan « de cotés différents de la droite a.

Derwiriox. — Un systeme de segments AB, BC, CD, ..., KL qui relie
les points A et L est dit une ligne brisée. Cette ligne brisée sera dési-
gnée aussi pour abréger par ABCD...KL. Les points situés sur les
segments AB, BG, CD, ..., KL, ainsi que les points A, B, C, D, ..., K, L,
sont tous dits les points de la ligne brisde. En particulier, si le point L
coincido avec le point A la ligne brisée sera dite un polygone et s'ap-
pellera le polygone ABCD... K. Les segments AB, BC, CD, ..., KA en
seront dits les cdiés, et les points A, B, C, D, ..., K les sommets. Les
polygones ayant 3, 4, 5, ...,n cotés se nomment en particulier triangles,
quadrilatéres, pentagones, ..., n-gones,
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Lorsquo les sommets d'un polygone sont tous distincts, lorsque
aucun sommet ne tombe sur un coté et enfin lorsque deux cotés quel-
conques n'ont aucun point en commun, le polygone est dit simple.

En s'appuyant sur le théordbme V nous obtenons alors sans diffi-
cultés sérieuses les théortmes suivants :

Tutortyne VI, —~ Tout polygone simple dont les sommets sont tous
situés dans un plan a partage les points de ce plan, qui n'appar-
tiennent pas & la ligne brisée formant ce polygone, en deux régions :
I'une intérieure, 'autre extérieure, jouissant de la propriété suivante :

S1A est un point de Vintérieur (poiNt INTériEUR) €t B un point de
I'extérieur (poixt exrenicun), toute ligne brisée joignant A et B a au
moins un point en commun avec le polygone; au contraire, si A et A’

Fig. 4.

Bl

sont deux points intérieurs et B et B’ deux points extérieurs, il y a tou-
jours alors des lignes brisées joignant respectivement A et A’, et B
et B’ et n'ayant aucun point en commun avec le polygone. 11 existe
daus le plan « des droites dont tout le cours a lieu & Pextéricur du

polygone ; mais il n’en existe aucune, au contraire, dont tout le cours
ait lieu & l'intérieur du polygone.

Tutoneve VII, — Tout plan « partage les autres points de l'espace
en deux régions ayant la propriété suivante : Tout point A de I'une
détermine par sa jonction avec tout point B de l'autre un segment AB
qui renferme un point de «; au contraire, deux points quelconques A

et A' d'une méme région déterminent toujours un segment AA’ quine
renferme aucun point de «,

Convention, — En faisant usage des notations de ce théoréme VII,
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nous direns : Les points A, A’ sont situds dans V'espace d’un méme coté
du plan «, et les points A, B snnt situés dans 1’espace de cdids différents
du plan «.

Le théorbme VII exprime les vérités les plus importantes relatives
a la distribution des éléments pans L'espace. Ces vérités sont done
exclusivement des conséquences des axiomes considérés jusqu'ici, et
il n’est donc pas nécessaire d'introduire dans le groupe 1l aucun
nouvel axiome spamaL.

§ 5.
Le groupe d'axiomes III : Axiome des paralléles (Postulat d'Euclide).

L'introduction de.cet axiome siarriie les principes fondamentauy
de la Géomélrie dont il Faciire ainsi trés considérablement édifica-
tion, Nous I’énoncerons ainsi

UL, — Dansun plan o, par un point A pris en dehors d’ une droite a,
L'on peut toujours mener une droile el une seule qui ne coupe pas la
droite a; celte droute est dite la paralléle a a, menée par le point A.

Cet énoncé de I'axiome des paralléles renferme deux affiemations ;
L\ PREMIERE énonce que dans le plan « il passe toujours par A une
droite qui ne rencontre pas a, et 1A skcoxoe qu'il ne peut en exister
qu'une.

C'est la scconde affirmation de notre axiome qui est essentielle;
I'on peut aussi lui donner la tournure suivante :

Tutontse VIII. — Lorsque dans un plan deux droites a, b ne ren-
contrent pas une troisitme droite ¢ du méme plan, elles ne se rencon-

trent pas non plus.

En effet, si a et 4 avaiont un point A en commun, il pourrait dans
ce plan exister deux droiles @, b, passant par A et qui ne rencontre-
raient point ¢; mais cela serait en contradiction avec la seconde affir-
mation del'axiome des paralléles, sous nolre énoncé primitif. Récipro-
quement, du théoreme VIII résulte également la seconde affirmation
de I'axiome des paralléles sous notre énoncé primitif.

L’axiome des paralléles 11 est un axiome planatre.
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§ 6.

Le groupe d'axiomes IV: Axiomes de congruence.

Les axiomes de ce groupe définissent la notion de congruence ou de
déplacement,

Coxvextion, — Les segments ont entre eux certaines relations que
le mot « congruent » en particulier sert i exprimer.

IV, 1. — Sil'on désigne par A, B deux points d’une droite a, et par A’
un point de cette méme droite ou bien d’une autre drotte a', {'on pourra
toujours, sur la droite &', d'un cdté donné du point A', trouver ux poixT

kv ux sEuL B, tel que le segment AB soit congruent au segment A'B,
ce gue {on derit
AB=A'DB,

Tout segment est congruent & lui-méme, ¢'est-a-dire que U'on a toujours
AB = AB.

Le segment AB est toujours congruent au segment BA, ce que l'on éurit
AB = BA. -

Nous dirons aussi plus rapidement que tout segment peut étre porte
sur une droite donnée d’un coté donné d’un point donné d’une ma-
niére univoque.

IV, 2. — Lorsqu’un segment AB est congruent au segment A'B’ et de
méme au segment A"B”, alors A'B' est aussi congruent au segment A"B",
c'est-g-dire que st l'on a AB==A'B’ et AB=A"B", l'on aura aussi
A'B = A"R".

IV, 3. — Sur la droite a, soient AB et BC (fig. 8) deuzx segments

Fig. 8.
A 8 ¢ o

s ¢ ¢ @

sans points communs, et soient ensuite deux segments A'B’ et B'C’ deux
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segments situés sur la méme droite ou sur une autre droite ', également
sans potnts cornmuns; st L'on a AB==A'R et BC=B'C’ on aura tou-
Jours aussi AC = A'C,

Dirinrrion, — Soit @ un plan quelconque et soient 4, & deux demi-
droites quelconques distinctes situées dans ce plan, issues d'un
point O et appartenant & dos droites pismincres, Lo systéme formé par
ces deux demi-droites 4, £ nous le nommerons un angle et nous lo
désignerons par < (%, k) ou <¢ (4, 2). Des axiomes II, 1-5 on peut
nisément conclure que les deux demi-droites 2, £, y compris le point 0,
séparent les points restants du plan « en deux régions jouissant de la
propriété suivante : A désignant un point de I'une des régions et B un
point de I'autre, toute ligne brisée qui joint A et B ou hien passe par 0,
oubien aan moins un point en commun avec % ou avec £. Au contraire,
A et A’ désignant des points d’'une méme végion, il v a toujours une
ligne brisée joignant A et A’ et qui ne passe ni par O ni par aucun
point des demi-droites %, 4. L’'une de ces régions se distingue de
I'autre par cette circonstance que tout segment qui joint deux points
de cette région y cst situé lout entier, Cette région se nomme |'/nte-
rieur de 'angle (4, k), par opposition avec I'autre qui se nomme I'ex-
térieur de 1'angle (4, £). Les demi-droites 4, & sont dites les cdeés do
I'angle, et le point O en est dit le sommet.

IV, 4. — Soit, dans un plan o, un angle < (A, k), et soil, dans un
plan o', une droite a'. Supposons encore que, dans le plan o', un cdté de-
terminé de la droite a' soit assigné. Désignons par ' une demi-droite prise
sur la droite o el issue d'un point O' de cette droite. Dans le plan o, il
existern alors uxe demi-droite K et uNe sevL, telle que Uangle (h, k) soil
congruent a l'angle (', k') et qu'en méme temps tous les points a I'inté-
rieur de U'angle (I, k') soient situés du coté assigné de a', ce que nous
exprimerons par la notation

S (b, b)s<g (I, ).
Tout angle est congruent a lui-inéme, c’est--dire que l'on a toujours

& (hy k) == < (I )
H. 3
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L'angle (h, k) est toujours congruent & I'angle (k, h), ce que U'on cerut
AL (b k)= < (k1)

Nous dirons aussi, en abrégeant, que dans un plan donné tout angle
peut étre, d'une manitre univoque, porte d'un coté assigné d'une
demi-droite donnée.

IV, 5. — Un angle (h, k) diant congruent ¢ langle (I, k') ainst
qu'a Uangle (K, &), l'angle (', ¥') le sera aussi ¢ l'angle (A", ¥*).
c'est-a-dire que si 'on a

L(h k)= K) ot (h, k)= (R K,

oR aura loufours ausst
L (W, K)y=g (W k).

Coxvestiox. — Soit ABC un (riangle assigné; désignons les deux
demi-droites issues de A et passant par B et C, respeetivement par 4, 4,
L'angle (4, #) est ditI'angle du triangle ABC renfermé par les cotés AB
et AC; il est dit encore l'angle opposé an coté BC du triangle. Cet
angle renferme & son intérieur tous les points 4 I'intérieur du tri-
angle ABC et on le désignera par L BAC ou <X (4, &).

IV, 6. — Dans deux triangles ABC et A'B'C, st les congruences

AB=A'l, AC=A'C), IBAC=<BA'C

sont verifiées. les congruences

TABC=A'B'C et ZAUB=<IACB

le seront toujours egalement.

Les axiomes 1V, 1-3 renferment des énoncés qui n’ont trait qu’aux
congruences entre segments situés sur des droites. lls seront, par
suite, dits les axiomes linéaires au groupe IV. Les axiomes IV, 4-5
renferment des énoncés qui ont trait aux congruences entre angles.
L’axiome 1V, 6 rattache la notion de congruence de segments i celle
de congruence d’angles. Les axiomes IV, 3-6 renferment des énoncés
qui ont trait aux éléments de la Géométrie plane et seront nommés

par suite les axiomes planaires du groupe 1V,
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§7.

Conséquences des axiomes de congruence.

GoNvenTioN, — Soit un segment AB congruent & un segment A'B'.
Puisque, d’aprés 'axiome 1V, I, le segment AB est également con-
gruent au segment AB de IV, 2, il s’ensuit que A’B’ est congruent &
AB, ce que nous exprimerons en disant : les deux segments AB et
A'B sont congruents entre eur.

GoxventioN, — Soient A, B,C, D, ..., K, LetA’, B, C, D, ..., K, I
deux séries de points sur les droites respectives a et &, telles que
les segments correspondants ABet A'B', ACet A'C', BC et B'C, ..., KL
et K'L’ soient respectivement congruents entre eux: on dit que les
deux séries de points sont congruentes entre elles; A et A', Bet B, (.
et @y ..., L et I sont dits les points correspondarts des deux séries
ponctuelles congruentes.

Des axiomes linéaires IV, 1 -3, nous concluons aisément les théo-

romes saivants ¢

Tugorkne IN. — De deux séries ponctuelles congruentes, A, B, ...,
K, Let A, B, ..., K, I si lapremiére cst ordonnée de telle sorte
que B soit situé entre A d'une partet G, D, ..., K, L de 'autre, que C
soit situé entre A, B d’une partet D, ..., K, L de I'autre, et ainsi de
suite, les points A’, B', C, ..., K’, L’ seront ordonnés de méme, ¢'est-
a-dive que B’ sera situé entre A’ d'une part et €', I, ..., K', I’ de
l'autre, que C’ sera situé entre A’, B d’nne part et D', ..., K, L’ de
I'autre, et ainsi de suite,

Coxvextion, — Soit un angle (4, £) congruent & un angle (&', &),
Puisque, d’aprés 'axiome IV, 4, I'angle (4, &) esl congruenty < (4, &),
de l'axiome 1V, § il s'ensuit que <C (&', &) est congruent i < (4, #),
ce que nous exprimerons en disant : les deux angles (&, 4) et (&', &)
sont congruents entre eux,

Derinrriox. — Deux angles qui ont méme sommet et un coté com-
mun, et dont les colés non communs sont en ligne droite, sont dits
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supplémentaires. Deux angles qui ont e méme sommet et dont les cotés
sont en ligne droite sonl dits opposés par le sommet.

Un angle qui est congruent h son supplémentaire est dit un angle
droit.
Coxvexmiox, — Deux triangles ABC, A'BW'C' sont dits congruents
entre eux lorsque les congruences
AB == A'B/, AC=A'C), BC=B'C,
s<A=<)N, <gB=gB, cC=qC

sont toutes vérifiées.

Tutoniye X. — (PREMIER THEOREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES). ~—
Dans deux triangles ABC, A'B'C’, si les congruences

AB=A'D, AC=A'C, gA=gA
sont vérifices, les deux triangles sont congruents entre eux.
Dinoxstration. — D'aprés I'axiome 1V, 6, les congruences
EPB=gB e LC=g

sont vérifiées et, par suite, il suffit de démontrer que les cotés BC et
B'C’' (fig. 9) sont congruents entre eux, Supposons, au contraire, que

Fig. 9.
cl

C
. . . P
A B Aa/ Bl

BC ne soit pas congruent & B'C’ et délerminons sur B'C’ le point D’
tel que BC==B'D’; les deux triangles ABC, A'B'D’ auront deux cotés
respectivement congruents et 'angle compris entre ces cotés con-
gruent; en vertu de I'axiome 1V, 6, les deux angles <{ BAC et {B'A’C
seront donc congruents entre eux. Maintenant, d’aprés I'axiomeIV, 5,
les deux angles <{ B'A’C’ et <{ B'A’D’ devraient donc aussi étre con-
gruents entre eux; or, ceci est impossible, car, d’aprés 'axiomelV, 4,
un angle ne peut étre porté que d'une seuLk et UNIQUE maniére & partir
d’un point donné d'un edté donné d'une droite donnée dans un plan.
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La démonstration du théortme X est, de la sorte, completement
établie,
On démontrerait tout aussi aisément la proposition suivante :

Tutortwe X1, — (DEUXIEME THEOREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES. ) —
Dans deux triangles, lorsqu'un coté et les deux angles adjacents sont
respectivement congruents entre eux, les deux triangles sont aussi
congruents entre eux.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer les importantes
propositions suivantes :

Tutonene X1, — Lorsque deux angles < ABCet <. A'B'C’ sont con-
gruenls entre eux, i en est de méme de leurs suppléimentaires < CBD et
% OB,

Demonstration, — Choisissons les points A’C'DY sur les cotés pas-
sant par B’ en sorte que 'on ait

AMNB'=AB, CCB'=CB, DB'=DR8

Dans les deux triangles ABC et A’'B'C’, les edt1és AB, CB et les cotés
A'B, OB sont respectivement congruents entre cus, et comme, en

Fig. 10.

¢ c:
/ko A'/x\ o
A 8 B

outre, les angles compris entre ces cotés sont, par hypothese, égale-
ment congruents entre eux, du théoréme X résulte la congruence des
triangles en question, c’est-a-dire que I'on a les congruences

AC=A'C el g BAC=< B'AC,

D'autre part, puisque, en verta de l'axiome IV, 3, les segments AD
et A’D" sont congruents entre cux, du théoreme X résulte encore Ia
congruence des triangles CAD et C'A'lY, ¢'est-d-dire que 'on a les
congruences

D=CD" et IADC=<g AN,
d'ol1, en considérant les triangles BCD et B'C'D’ de I'axiome 1V, 6,
s’ensuit la congrucnce des angles <C CBD et <7 C'B'DY.
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Une conséquence immédiate du théordme X1 est la congruence des
angles opposés par le sommet.

Tugontne XIH. - Dans le plan , soit un angle (4, k) congruent &
Pangle (#,4') dans un plan «'; soitensuite/ une demi-droite du plan o
issue du sommet de I'angle (4, 4) et ayant son cours i V'intérienr de

Fig. 11.

0 L A o ! A

cet angle : il existera toujoursalors dans le plan «' une demi-droite
issue du sommet de 'angle (4,4') ayant son cours i 'intérieur de cet
angle et telle que 'on ait

LMl = (M, ') et L (k) =< (M),

Disoxstaation, — Désignons les sommets respectifs des angles
(A, &), (K, k) par O et O' et déterminons sur les cotés b, & et h', ¥ les
points A, B, et A’, B’ tels que l'on ait les congruences

OA=0'A o OB=0R,
lin vertu de la congruence des triangles OAB et O'A'B, on aura
AB=A'B,  <OAB=O0'VE, -cOBA=OWA,

Lia droite AB coupe £ en C; déterminons alors sur le segment A’ B’
le point C' tel que I'on ait A'C'=AC; je dis alors que O'C est la
demt-droite /' cherchée, En effet, de AC==A'C" et AB==A'', on peut
aisément, aumoyende 'axiome IV, 3, déduire la congruence BC=B'C";
on voit clairement aussi que les triangles OAC et ('A’C’ sont con-
gruenls entre eux, et qu’il en est encore de méme des triangles OB(
el O'B'C’. On conclut de 14 les affirmations qu’énonce le théoreme X111,

D’une fagon pareille nous obtenons la proposition suivante :

Tutorene XIV. — Soient 4, £, ¢ d’une part, et 4, &, !’ d’autre part,
trois demi-droites issues respectivement d’un méme point et situées
dans un méme plan,
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Si les congruences
X ()= (A U), et J(k =g (4, )
sont vérifiées, il en sera toujours également de méme de
S (M k)e= (W, K),

En s'appuyant sur les théorbmes XII et XIII, on démontre le théo-
reme trés simple qui suit, théortme qu'Euclide (i tort selon moi) a

mis au rang des axiomes,
Tutontse XV, — Tous les angles droits sont congruents entre cux:.

DesoxsTRaTioN, — Soit l'angle BAD (fig. 12) congruent & son sup-

Fig. 12,
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plémentaire CAD, et'de méme soit 'angle B'A' D' congruent a son sup-
plémentaire C’A']), Alors je dis que les angles

- BAD, <r CAD, X B'AD, A

sont tous des angles droits.
Supposons, ce qui est le contraire de notre proposition, que I'angle

droit B'A'D’ ne soit pas congruent i 'angle droit BAD et portons alors
L B°A’D’ sur la demi-droite AB de telle sorte que le coté AD" prove-
nant de cette opération tombe soit i l'intérieur de 'angle BAD, soit i
Fintérieur de’angle CAD, Supposons, parexemple, que le premier de
ces cas ait lieu. A cause de la congruence des angles B'A’D’ et BAD’,
du théoréme XII résultera que I'angle C'A'D’ sera aussi congruent i
I'angle CAD"; puisque les angles B'A’D’ et C'\'D’ doivent étre con-
gruents entre eux, Paxiome IV, 5 nous enseigne qu'alors 'angle BAD*
devra étre congruent i Iangle CAD"; or, puisque < BAD est congruent
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it <{ CAD, nous pouvens, en vertu du théoréme X1I, déterminer &
Vintérieur de Fangle CAD une demi-droite AD" issue de A et telle que
<. BAD” soit congruent & < CAD" en méme temps que < DALY le goit
aussi & < DAD". Maintenant < BAD” était congruent & < CAD”; par
suite, il faudrait aussi, en vertu del'axiome 1V, 5, que <7 CAD” soit con-
gruent & <¢ CAD", Or, cela est impossible, ear, d’aprés 'axiome IV, 4,
un angle ne peut étre porté dans un plan donné d’un ¢été donné d'une
demi-droite donnée que d'une sevLe et uxigue manikre. Nous avons
donc démontré le théorbme XYV,

Nous pouvons maintenant introduire de la manibre que V'on sait les
désignations d'« angle aigw » et '« angle obtus ».

Le théoreme relatif & la congruence des angles <7 A et < B adju-
cents & la base d'un triangle isoscile ABC résulte immédiatement de
I'application de I'axiome 1V, 6, au triangle ABC et au triangle BAC.,

En adjoignant & ce théoréme le théoreme X1V, on démontre ajsé-
ment de la maniére connue la proposition suivante

Tugongng XYL — (TrosiEMs THEOREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES.)
— Dans deux triangles, lorsque les trois cotés sont respectivement con-
gruents entre eux, les triangles sont congruents entre eux.

CoxvextioN, — Un nombre quelconque fini de points est dit une
figure, Si tous les points de la figure sont situés dans un plan, elle sera
dite une figure plane,

Deux figures sont dites congruentes, lorsque I'on peut en faire cor-
respondre les points deux & deux d'une maniére telle que les seg-
ments ct les angles correspondants des deux figures soient respective-
ment tous congruents entre eux.

Les figures congruentes, comme le font voir les théorémes XII et IX,
jouissent des propriétés suivantes : Trois points d’une figure qui sont
en ligne droite sont également en ligne droite dans toute figure con-
gruente 4 la premieére. Dans les figures congruentes la distribution
des points dans des plans correspondants par rapport 4 des droites
. correspondantes est toujours la méme. Il en est encore de méme de
Fordre de succession des points correspondants sur des droites corres-
pondantes.
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Le théorbme le plus général relatif & la congruence pour le plan et
pour I'espace s'exprime comme il suit :

Tagonye XVII. — Lorsquo (A, B, C, ...) et (A", B, C, ... ) sont des
figures planes congruentes, si 1'on désigne par P un point dans le plan
de Ia premitre figure, on pourra toujours déterminer dans lo plan dela
seconde figure un point P, tel que (A, B, C, ..., P)et (A", B, C, ..., )
soient également des figures congruentes.

Si la figure (A, B, C,...) contient an moins trois points qui ne
soient pas en ligne droite, la détermination de P’ ne sera possible (que
d’une stuLe et unigur manibre,

Tutoneme XVHI. — Lorsque (A, B, C,...) et (A", B, C, ...) sont
des figures congruentes, si I'on désigne par P un point quelconque, on
pourra toujours déterminer un point P, tel quelesfigures (A, B, C, ..., P)
et (A", B, C, ..., P) soient également congruentos.

Si ln figure (A, B, C,...) renferme au moins quatre points qui ne
soient pas situés dans un méme plan, la détermination de P’ ne sera
possible que d’une seuLk et uxique manitre.

Ce théorémo renferme un trés important résultat : c’est que toutes
les vérités spatiaLes relatives i la congruence, c'est-i-dire aux déplace-
ments dans L'Espack, sont exclusivement des conséquences (adjonction
faite des groupes I ot II d’axiomes) des six axiomes LINEAIRES et pLANS
de la congruence précédemment énoncés ; par conséquent, I'axiome
des paralléles n'est pas nécessaire pour leur établissement.

Si aux axiomes de la congruence nousadjoignons encore I'axiome 11,
des paralleles, nous arrivons aisément & établir les propositions con-
nues :

Tutorine XIX. — Lorsque deux paralléles sont coupées par une
troisieme droite, les angles alternes-externes, alternes-internes ot cor-
respondants sont respectivemont congruents; réciproquement la con-
gruence des angles respectifs portant les désignations ci-dessus a pour
conséquence le parallélisme des deux droites en question.

Tudonene XX. — Les angles d'un triangle forment ensemble deux

angles droils.
H. 4
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Dirixirios. — Lorsque M est un point quelconque d'un plan «, 'en-
semble de tous les points A, tels que les segments MA soient tous
congruents entre oux, est dit une circonférence; le point M est dit le
centre de la circonference,

De cette définition et en employant les groupes HI-IV d'axiomes,
l'on dédnit aisément les théorémes connus relatifs i la circonférence,
en particulier celui qui énonce la possibilité de faire passer une cir-
conférence par trois points non en ligne droite, ainsi que celui qui a
trait &t la congruence des angles inscrits dans le méme segment et
encore celui relatif aux angles du quadrilatire inseriptible.

§ 8.

Le groupe V d'aziomes : Axiome de la continuité (axiome d'Archiméde).

Cet axiome rend possible I'introduction, dans la Géomeétrie, de Ia
notion de la continuité; pour énoncer cet axiome nous devons aupara-
vant faire une convention relative a I'égalité de deux segments sur une
droite. Nous pouvons & cet effet ou bien prendre pour fondement les
axiomes sur la congruence des segments ot dans ce cas désigner comme
« EGAUX » les segments congruents, ou bien, en nous basant sur les
groupes d'axiomes I-111, convenir de l2 maniere dont, au moyen de
constructions appropriées (voir Chap. V, § 24), un segment doit étre
porté sur une droite donnée & partiv d'un point donné, en sorte que
I'on obticnne un nouveau segment qui lui soit « kcaw »,

Une de ces conventions faite, I'axiome d’Archiméde s’énoncera
ainsi :

V. — Soit A, un point quelcongue situé sur une drotte entre les points

Fig. 13,
I S S AmB Ao

quelconques donnes A et B. Construisons alors les points A,, A,, A,, ...
(fig. 13) tels que A, soit situé entre A et A,, que A, soit situé enire A,
et Ay, que A, sott situé entre Ay et A,, . .. et ainsi de suite, et tels en oulre

— — [
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quee les segments
A.'\“ AH\-!l -'\i‘\ll 1\3:\1,,

solent égaux entre cux; alors dans la série de points Ay Ay, Ay, ... 18
existera toujours un certain point A,, tel que B soit situe entre A et A,
L’axiome d'Archimide est un axtome lndarre.

Note (*). -~ Remarquons qu’aux cing précédents groupes d’axiomes
I'on peut encore ajouter 'axiome suivant qui n’est pas d’une nature
purement géométrique et qui, au point de vue des principes, mérite
une attention particulibre,

Axiong y'istaonere ( Vollsténdigheit) (*).

Au systéme des points, droites et plans, il est impossible d’adjoindre
d'autres dtres de manicre que le systéme ainsi généralisé forme une nou-
velle geometrie ou les axiomes des cing groupes 1-V soient tous vérifies ;
en d’aulres termes : les éléments de la Géometrie forment un systéme
d*lres qui, si l'on conserve tous les axiomes, 1'est susceptible d’aucune
exlension,

Cet axiome ne nous dit rien sur I'existence de points limites ni sur
la notion de convergence ; néanmoins I'on peut en I'invoquant démon-
trer ce théoréme de Bolzano en vertu duquel, pour tout ensemble de
points situés sur une droite entre deux points de celle-ci, il doit tou-
jours nécessairement exister un point de condensation. La valeur de
cet axiome au point de vue des principes tient done & ce que Pexis-
tence de tous les points limites en est une conséquence et que, par

(1) M. Hilbort a bion voulu éerire cotte Note inddite pour la traduction de son Mémoire,
ainsi qu'uno longue addition 4 la conelugion. Le traducleur saisit avee empressement cetle
veeasion pour présenter ici sos trés cordiaux remerciemonts 4 M. L. Gérard, professcur
au Lycéo Charlemagno, et & M. P, Sitickel, professeur & I'Universilé de Kicl, pour lours
précioux conseils ot lour sido dans la correction des dprouves. Il no saurait oublier non
plus de remercior encore une fois M. Hilbert et M. Teubner d’avoir autorlsé lu publication
de co Mémoire.

(?) Comparer ma Communication & la réunion de savants tenuc & Munich en 18gy :
Ueber den Zallbegriff ( Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 19oo).

. D. llsens.

=

it
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suite, cet axiome rend possible la correspondance utivoque et reves-
sible des points d'une droite et de tous les nombres réels. Dailleurs,
dans le cours des présentes recherches, nous ne nous sommes servi
nulle part de cet « axiome d'intégrité ».

e d a A e

CHAPITRE 11

LA NON-CONTRADICTION ET L'INDEPENDANCE DES AXIOMES.

§ 9.

La non-contradiction des axiomes.

Les axiomes des cing groupes d’axiomes dont nous avons parlé dans
le Chapitre I ne sont pas en contradiction, c’est-ia-dire qu'il n’est pas
possible d'en déduire par un raisonnement logique une proposition qui
soit en contradiction avec un de ces axiomes. Pour le prouver il suftit
d"assigner une géomé(rie ot 'ensemble des cing groupes soit vérific.

A cet effet, considérons le domaine Q de tous les nombres algé-
hriques qui prennent naissance, lorsque, partant du nombre 1, I'on
eifectue un nombre fini de fois les quatre opérations, addition, sous-
traction, multiplication, division et une cinquitme opération : y1 + w?,
ol w désigne chaque fois un nombre ayant déji pris naissance par le
moyen de ces cing opérations,

Nous regarderons un couple de nombres (z, y) du domaine 2 comme
un point et le rapport (w:¢:w) de trois nombres quelconques de £,
pourvu que «, ¢ ne soient pas tous deux nuls, comme une droite; enfin
I'équation

a.v»[-vy—}-w:o

exprimera que lo point (#,y) est situé sur la droite (u:0:w). Alos,
comme c'est facile & reconnaitre, les axiomes I, 1-2 et I1I sont vérifiés.
Les nombres du domaine Q sont tous réels; si nous considérons que



LES PRINCIPFS FONDAMENTAUX DE LA GROMETRIE. 27

ces nombres peuvent étre rangés par ordre de grandour, nous pouvons
aisément faire par rapport i nos points et droites des conventions telles
que les axiomes de distribution [[ soient tous vérifiés. En effet, soient
(@ i (3072 )s (@0 y3)s o des points quelconques sur une droite,
leur distribution sur la droite sera celle de I'ordre écrit ci-dessus, si
les nombres @,, x,, @4, ... ou les nombres y,, ¥3, ¥, ... sont ou hien
tous décroissants, ou bien tous croissants dans 'ordre ci-dessus; enfin
pour vérifier la condition de I'axiome 1I, 5 il suffit de convenir que
tous les points (z, y), tels que ua + vy + w 2 o, soient respectivement
situés ou bien d'un coté ou bien de l'autre de la droite (u:e:w).

On voit aisément que cette convention s’accorde avec celle qui la
précédait et qui déterminait déja I'ordre successif des points sur une
droite.

Les déplacements des segments et des angles se feront suivant les
méthodes connues de la Géométrie analytique. Une transformation

de la forme
r' =z + a,

y=y+b

permet d'effectuer la translation des segments et des angles. Enfin, si
I'on désigne le point (o, o) par O, le point (1,0) par E et un point
quelconque (a, b) par G (fig. 14), alors, au moyen d'une rotation

Fig. 14.
(. y

Clab/
lmg)

Otan) E f10)

d’angle < COE, O étant le centre de rotation, un point quel-
conque (@, y) se transformera en un point (2',y') o

a 2 — o
N Y - e

!

a ==

a
e e P b s VP,
Y~ ory Y v 1
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Maintenant, puisque le nombre

Vai+ bi=a \/1 ot (g)
appartient au domaine £, avec nos conventions, les axiomes de con-
gruence IV sont aussi vérifiés et il en est évidemment de méme de
I'axiome d’Archimede V,

De tout cela on conclut que toute contradiction dans les consé-
quences tirées de nos axiomes devrait aussi apparaitre dans I'arithmé-
tique du domaine Q. |

Les considérations analogues relatives i la Géométric de I’espace ne
présenteraient aucune difficulte, |

Dans les développements qui précident, si I'on choisissait, au lien
du domaine Q, le domaine de rous les nombres réels nous obtiendrions
également une géomeétrie ot 'ensemble des axiomes 1-V serait aussi
vérifi¢; mais pour notre démonstration il suffisait d’employer le do-
maine Q qui renferme seulement un exsesoLe pEsomprasLe d'éléments.

§ 10.

Indépendance de I'axiome des paralléles (Gdomsétrie non euclidienne).

Maintenant que I'on a reconnu la non-contradiction des axiomes, il
est intéressant de rechercher s'ils sont tous indépendants.

Or, nous allons voir, en effet, qu'aucun des axiomes ne peut étre
déduit des autres au moyen de raisonnements logigues.

D'abord, en ce qui concerne les divers axiomes des groupes |, I
et IV, il est facile de démontrer que les axiomes d’'un méme groupe
sont tous indépendants (*).

insuite, dans notre mode d’exposition, les axiomes des groupes |
et 1 sont le fondement de tous les autres axiomes, en sorte qu'il suf-
tira de démontrer que chacun des groupes 111, 1V et V est indépen-
dant des autres.

———

(1) Comparer mon Cours sur la Géoméirio ouclidionne (semestre d'hiver 1898-18g9),
autographié pour mes auditours, d'aprés la rédaction de M. lo D* von Schaper.
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La presiine aflirmation de V'énoncé de 'axiome des parallbles peut
étre démontrée au moyen des axiomes des groupes 1, 11, IV, A cet
cffet, joignons le point A donné & un point quelconque B de la droite .
Soitensuite C un autre point quelconque de cette droite. Parle point A
menons dans le plan « et du cdté de la droite AB, oli n'est pas situé le
point C, une droite formant avec AB un angle congruent b <r ABC. Jo
dis que cette ligne passant par A ne coupera pas la droite a. En effet,
supposons qu’elle coupe cette droite @ au point D et supposons que B
s0it 8itué entre D et C, nous pourrions alors trouver sur @ un point 1Y
tel que B fat situé entre D et I’ et qu'on ciit en outre

AD = RBIY,

De la congruence des triangles ABD et BAIY pésulterait la con-

gruence
=Y. ABD = < BAYY,

et comme les angles ABD’ et ABD sont supplémentaires, I’on voit, en
se reportant au théoréme XII, que les angles BAD, BAD’ devraient
I'étre aussi; or en vertu du théoréme il ne peut en étre ainsi.

La deuxidme affirmation renfermée dans I'axiome des paralleles 111
est indépendante des autres axiomes; on le démontre de la maniére
connue et le plus simplement comme il suit : On choisira, comme élé-
ments individuels d’une Géométrie de I'espace, les points, droites ct
plans de la Géométrie ordinaire construite au § 9, en ne considérant
que ce qui est renfermé dans une sphere fixe; on définira alors les
congruences de cette Géométrie au moyen des transformations linéaires
de la Géométric ordinaire qui transforment en elle-méme la sphere
fixe.

En faisant des conventions convenables, on reconnait que, dans
cette « Géomeélrie non euclidienne », tous les axiomes sont vérifiés hormis
Paxiome euclidien 11I; et conme la possibilité de la Géométrie ordi-
naire a été démontrée au § 9, celle de la Géométrie non euclidienne
en résulte immédiatement,
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§ 14.

Indépendance des axiomes de congruence.

Nous reconnaitrons l'indépendance des axiomes de congruence en
démontrant que I'axiome 1V, 6, ou encore, car-cela revient au méme,
que le premier théortme do congruence des triangles, c'est-i-dire le
théorsme X, ne peut étre déduit des axiomes restant au moyen de rai-
sonnements logiques.

Nous choisirons encore comme éléments de la nouvelle Géométrie
de 'espace les points, droites et plans de laGéométrie ordinaire; nous
définirons aussi le déplacement des angles comme dans la Géométrie
ordinaire ainsi qu'il a été exposé au § 9, par exemple. Mais au con-
traire, le transport des segments, nous le définirons d’une autre facon.
Soient deux points A,, A, qui, dans la Géométrie ordinaire, ont pour
coordonnées @, y\, 2, 6t &y, Y1, 5,5 NoOUs nommerons alors longueur
du segment A, A, la valeur positive de I'expression

\/(3—'1"" 2 e el ""J’:)**‘ (F1—=2e (5, —3,)3,

et nous dirons alors que deux segments quelconques A, A, et A A
sont congruents lorsqu’ils ont méme longueur au sens que I'on vient
de déflnir,

Il est claiv que dans la Géométrie de Vespace, ainsi définie, les
axiomes I, I1, 111, LV, 1-2, 4.5, V sont vérifiés.

Pour démontrer qu’il en est de méme de I'axiome 1V, 3 prenons une
droite quelconque et sur cette droite trois points A,, A,, A, tels
(ue A, soit situé entre A, et A,. Supposons les points z, y, 5 de la
droite a donnés par les équations

a =z 47,
2=l
s= vyl 4+,

ol A, Xy 4, ', v, v’ désignent certaines constantes et ¢ un paramétre.
Sitg, by ty3 [t,< 83 83<C 8] s0nt les valeurs du paramétre qui corres-
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pondent aux points A,, A,, A, nous aurons pour longueurs des trois
segments Ay Aq, AyA, et A, A, los expressions respectives

(=) |[VF oy T+,
(‘:"‘“‘a)l’/ﬂ""f")’“*" F"’*“‘"‘Ii
(4—t) |V(EF- gy i i,

et par suite la somme des longueurs des segments A, A, ot A, A, est
égale & la longucur du segment A, A,. Or ce fait est précisément la
condition pour que I'axiome 1V, 3 soit vérifi¢.
Mais I'axiome IV, 6 ou plutét le premier théortme de congruence
des triangles n'est pas toujours vérifié dans cette Géométrie.
Considérons, en effet, dans le plan 5 = o les guatre points

O ayant pour coordonnées... z=:o, y=o,

A v » ves @2y, yomo,
B » » vee XE0, ym,
™

C ” » e =Yy, y=4,

Dans les deux triangles (rectangles) OAC et OBC (fig. 15) les
angles en G et les cotés BC et AC sont respectivement congruents

Fig. 15.
Blas)
J
Vi Crd
Oto.0/ {1,0)

puisque le coté OC est commun et que les segments AC et BC ont
pour méme longueur §. Au contraire, les (roisitmes cotés OA ot OB
ont pour longueurs respectives 1 et /2 et, par suite, ne sont pas con-
gruents,

I ne serait pas difficile d’ailleurs de trouver, dans cette Géométrie,
deux triangles pour lesquels l'axiome 1V, 6 lui-méme ne sorait pas
vérifié,

H 5
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§ 12.

Indépendance de l'axiome de la continuité v,
(Géométrie non archimédienns.)

Pour démontrer 'indépendance de V'axiome V dit d’Archiméde, i
nous faut construire une Géométrie oit seront vérifiés tous les axiomes
i 'exception de cet axiome en question (').

A cet cffet, construisons le domaine Q(¢) de toutes les fonctions
algébriques de ¢, qui proviennent de £ au moyen des quatre opérations :
addition, soustraction, multiplication, division, et de la cinquieme
opération 1+ w?, ol w désigne une fonction quelconque, déji
obtenue au moyen de ces cing opérations. L’ensemble des éléments de
Q(¢) — do méme qu'il en était précédemment de Q — estun ensemble
dénombrable. Les cing opérations peuvent étre toutes effectuées d'une
maniére univoque et réelle. Le domaine (¢) ne renferme done que
des fonctions de ¢ univoques et réelles.

Soit ¢ une fonction quelconque du domaine £(¢); la fonction ¢
étant une fonction algéhrique de ¢ ne peut jamais s'annuler que pour
un nombre fini de valeurs de ¢, et, par suite, la fonetion ¢ sera, pour
des valeurs positives suffisamment grandes de ¢, ou bien toujours po-
sitive, ou hien toujours négative.

Nous regarderons maintenant les fonctions du domaine Q(¢) comme
une certaine espiéce de nombres complexes; dans le systeme numé-
rique complexe ainsi défini, il est clair que les régles usuelles de
caleul sont toutes vérifices, Enfin a, & désignant deux nombres diflé-
rents quelconques de ce systéme, nous dirons que le nombre a est
plus grand ou plus petit que & — ce qui s'écrirna >doua<<b ~
suivant que la différence ¢ =a — b, regardée comme fonction de ¢,
prend pour des valeurs suffisamment grandes de ¢ une valeur, ou bien
foujours positive ou bien toujours négative. En adoptant cette conven-
tion, il est possible de ranger par ordre de grandeur les nombres de

(') Dans son Livro d'une porlde si prolonde (Grundsige der Geometrie, traduclion
A. Schopp, Leipzig: 189§), M. G. Veronesc g aussi fuil des recherches relatives a I'édifi-
cation d'une Géométrie indépendante de Uaxiome d'Archimede, (D. HiLerar.)
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notre systome numérigue complexe, suivant une distribution anslogue
h celle que 'on emploie pour les nombres réels; on reconnait
nisément aussi que les théoremes qui consistent a dire que les inéga-
lités subsistent, lorsque & chucun de Jeurs membres on ajoute un méme
nombre ou lorsqu’on y multiplie chague membre par un méme nombre
>0, sont également vérifiés dans notre systeme numérique complexe,

Maintenant, sil'on désigne par 2 un nombre entier positif rationnel
quelconque, il est clair que pour les deux nombres 2 et ¢ du domaine
Q(¢) Pinégalité n < ¢ sera vérifite, car la différence n — ¢ regardée
comme fonction de ¢ sera toujours négative pour des valeurs positives
de ¢ suffissmment grandes. Nous exprimerons ce fait comme il suit :
les deux nombres 1 et ¢ du domaine Q(¢), qui tous deux sont > o,
jouissent ge la propriété qu'un multiple quelconque du premier sera
toujours plus petit que le second de ces nombres.

Ceci posé, au moyen des nombres complexes du domaine Q(t) nous
édifierons une Géométrie, absolument comme nous I'avons fait au §9
olt nous avons pris pour base les nombres algébriques du domaine 0.
Nous regarderons un systeme de trois nombres (z, y, 3) du domaine
Q(¢) comme un point, et les rapports (u ;¢ : w: r) de quatre nombres
quelconques du domaine Q(¢), tant que «, ¢, w, r ne sont pas tous
nuls, comme un plan; enfin I'équation '

-+ Ligh 4 + 03y =0

exprimera que le point (, y, 5) est situé dans le plan (u: vt r),
et la droite sera I'ensemble de tous les points situés dans deux plans
a la fois. Si nous adoptons alors relativement & la distribution des élé-
ments ainsi qu'aux déplacements des segments et des angles des con-
ventions tout & fait analogues 4 celles du § 9, nous obtiendrons une
Géometrie non archimédienne, oh, comme le font voir les propriétés
que nous venons d’exposer du systeme numérique complexe Q(¢),
tous les axiomes sont vérifiés, hormis 'axiome d’Archimede. En effet,
sur le segment# nous pouvons porter le segment 1 en le faisant glisser
bout & bout un nombre infini de fois sans jamais arriver a atteindre

l'extrémité du segment ¢; or, cela est en contradiction avee I'axiome
d'Archimide,

e -
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CHAPITRE IIL
THEORIE DES PROPORTIONS.

§ 13.

Systémes numériques complexes.

Au début de ce Chapitre, nous allons présenter quelques notions
préliminaires sur des systtmes numériques- complexes, qui nous
seront plus tard utiles, en particulier, pour faciliter ’exposition.

L'ensemble des nombres réels forme uh systéme d’étres ayant les
propriétés suivantes :

Tutonrtnes pe L'association (1-12),

1. Du nombre a et du nombre & provient par aoorriox, un nombre
déterminé ¢, ce qui s'exprime uinsi :
a+b=c ou c=a+b

2. Iy a un nombre déterminé — on le nomme o — tel que pour
tout @ l'on ait simultanément

at+o=a et o-t+a=a.

3. Sil'on désigne par a et b des nombres donnés il existe toujours
un et un seul nombre x, et de méme un et un seul nombre y, tels que
I'on ait respectivement

atz=b, yH4a=0b,
4. Du nombre a et du nombre & provient encore d'une autre

manijére, par MULTIPLICATION, un nombre déterminé ¢, ce qui s'exprime

ainsi ¢
abz=c¢ ou - c=ab,

3. lly a un nombre déterminé — on le nomme 1 — tel que pour
tout @ P'on ait simultanément

a.l=a et l.a=a,
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6. Si 'on désigne par a et & des nombres quelconques donnés,
a n'étant pas nul, il existe tonjours un et un seul nombre 2 et de méme
un et un seul nombhre y, tels que I’on ait respectivement

ar==b, ya=Db,

Si 'on désigne par a, b, ¢ des nombres quelconques, les ragles de
calcul suivantes sont toujours vérifiées :

7.a+(b+e)=(a+b)+e
8. a+b=b+a.

9. a(be)=(ab)e.

10. a(b +c¢)=ab + ac.

H. (a+b)e=ac + be,

12. ab = ba.

Tutoremes e 1y mistnisurion (13-16).

13. Sil'on désigne par a, b deux nombres quelconques distincts, il
y a toujours un de ces deux nombres (par exemple a) qui est plus
grand (>>) que 'autre; ce dernicr est dit alors le plus petit, ce qui

s’exprime ainsi :
a>b et b<a
14, Lorsquea>b et b>c on a aussi
a>e.
15. Lorsquea >b, I'on a toujours aussi
ate>b4ec et cta>c+ b

16. Lorsque a > b ¢t ¢ > o I'on a toujours aussi

ac> be et ca > eh,

Tut:ortMe b’ Arcumine (7).

17. Si a> o0 et 5> o désignent deux nombres quelconques, il est
toujours possible d'ajouter @ & lui-méme un nombre de fois suffisant
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pour que la somme qui en résulte ait la propriété

at+a+at,...4+a>b.

Un systeme d'étres qui ne posséde qu'une partie des propriétés 1-17
sera dit un systéne numeérigue complexe ou tout simplement un systéme
numerigue. Un systéme numérique sera dit archimédien ou bien non
archimedien selon qu'il vérifie ou non la condition 17,

Parmi les propriétés 1-17, exposées ci-dessus, il y en a qui sont la
conséquence des autres. Il y a lieu de rechercher la dépendance lo-
gique de ces propriétés. Dans le Chapitre VI, §32, § 33, nous répon-
drons & deux questions de cette nature en raison de leur grande portée
en Géométrie; en attendant, nous nous contenterons d'affirmer ici que
la derniere condition, 17, n'est aucunement la conséquence logique
des propriétés restantes; en effet, nous avons déja vu, par exemple,
que le systeme numérique complexe Q(¢) considéré au § 12 posside
toutes les propriétés 1-16, et cependant ne vévifie pas la condition 17.

§ 14.

Démonstration du théoréme de Pascal.

Dans ce Chapitre comme dans le suivant, nousallens prendre comme
base de nos recherches les axiomes prLaxsses de tous les groupes,
exception faite pour I'axiome d’Archimede, c'est-v-dire les axiomes I,
1-2 et 11-1V. Dans ce Chapitre I1l, nous nous proposons, au moyen des-
dits axiomes, d’¢tablirla théorie euclidienne des proportions, ¢’est-i-
dive que nous allons Vétabliv dans le plan et indépendamment de
l'axiome d’ Archiméde,

A cel effet, nous démontrerons d'abord une proposition qui est un
as particulier du célebre théoreme de Pascal sur les coniques, et que
je désignerai dorénavant, pour abréger, sous le nom de théoréme de
Pascal, en P'énoncant comme il suit

Tugoneme XXI (Tugontue pe PascaL). — Soient A, B, C (fig. 10) ez
A B, € des points situés respectwement trois par trois sur deuzx droites
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qui se coupent, et distinets du point d'intersection de ces droites. Si CB'
est paralléle & BC' et CA’ & AC!, je dis que BA' sera paralléle a AB' (1),

Fig. 10

c B A

Afin de démontrer co théoreme introduisons d'abord les notations
suivantes :
Dans un triungle rectangle (fig. 17) le cdté a de I'angle droit est

Fig. 13.

o &£

délerminé d'une maniére univoque par I'hypoténuse ¢ et par I'angle &
la base « compris entreceta : c’est ce que nous exprimerons en abrégé
au moyen de la notation symholique

a= ac,
Ainsi le symbole «c désignera toujours un segment bien déterminé,
pourvu que ¢ désigne un segment quelconque donné et o un angle aigu
quelconque donné.

Maintenant svit c un segment quelconque et soient a, B deux angles
aigus quelconques, je dis qu'alors la congruence segmentaire

afec=fac

a toujours lieu et que, par suite, les symboles a, B sont échangeables,

— e s — —— -t ey,

,(( (1) M. F, Schur a publié dans lo tome LI des Math. dnnalen uno intéressante dé- | o

{\ monsiration du théortme de Pascal, basée sur tous les axiomes LI, 1V,
(D. HiLBenT.)
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Pourle démontrer prenons le segment e == AB (/fig. 18); portons, en
prenant A comme sommet, de part et d’autre de ce segment los angles o
et B; puis, du point B, abaissons sur les deux autres colés de ces

Fig. «8,

angles « et § les perpendiculnires BC et BD; enfin du point A menons
la perpendiculaive AE 4 CD.

Cela posé, les angles <{ ACB et <{ ADB étant droits, les quatre
points A, B, C, D seront situés sur une circonférence et, par suite, les
deux angles <L ACD et < ABD inscrits dans un segment sous-tendu par
la méme corde AD seront congruents. Or, <C ACD et < CAE forment
ensemble un angle droit et il en est de méme de <C ABD et de <¢ BAD;

par suile, les angles <¢ CAE et < BAD sont congruents, ¢'est-i-dire
(ue

LCAE=3
d'on

L DAE = e,

De li vésultent immédiatement les congruences segmentaires

Be=AD, ac=AC
apc=2(AD)=AE, fac=j3(AC)=AE

ce qui démonlre I'exactitude de la congruence dont il était question.

Revenons maintenant & lafigure du théortme de Pascal ot désignons
par O le poiut d'intersection des deux droites et désignons les seg-
ments OA, OB, OC; 0A’, OB', OC'; CB, BC'; CA’, AC': BA', AB'(fig. 19)
respectivement para, b, ¢; &', ¥, ¢'s L, 'y m, m*; n, n*. Du point O,
abaissons ensuite des perpendiculairesa/, m, n. La perpendiculaire i/
formera avee les deux droites 0A, OA’ des angles aigus que nous dési-
gnerons respectivement par X', A, de méme les perpendiculaives & m
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et & n formeront avec les mémes droites A, OA’ des angles aigus que
nous désignerons respectivement par ', t et v', v. Maintenant, si nous
exprimons ces trois perpendiculaires, ainsi qu'il a été précédemment
indiqué, au moyen des hypoténuses et des angles adjacents i celles-ci
dans les teiangles rectangles qui lewr correspondent, ce qu'il est

Fig. 1.

possible deo faire de deux manitres, nous obtiendrons les trois con-
gruences segmentaires

(1) . Mo =e,
() pa'=ple,
(3) va' =v'p,

Maintenant/, par hypothése, devant étre parallele & £, et m devant
I'étre de méme i m*, les perpendiculaires abaissées dy point O sur !’
et m' devront respectivement coincider avee les perpendiculaires
abaissées de ce point sur Zet m; et 1'on aura, par suite,

" (4) A= )b,
(5) po'=pla,

Cela posé, si nous multiplions symboliquement chacun des deux
membres de la congruence (3) par le symbole N (%, en nous souvenant
que, d'apres co qui a été déja établi, les symboles dont il s'agit sont
échangeables, nous trouverons

vA'ma'=vpd'b,

Dans le premier membre de’ cette congruence ayons égard i la va-

leur donnée par (2) pour pa’ et dans le second membre i la valeur
donnée par (4) pour N'b; il viendra

viple= vipde
H. G
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o encotre
v essv'ipd,

Dans le premier membre do cotte dernibre congruence ayons égard
it (1), dans le secand membre i (5), il viendra

Wb = vip'a

ol encore
vl =p'v' a,

De cetle congruence, en raison de la signitication de nos symboles,
nous concluons immeédiatement

pob'e=plv'a;
d'olt, enfin,

(6) vh'=va.

Or, si nous considérons la perpendiculaire abaissée du point O surz
¢t les perpendiculaires menées i celle-ci du point A et du point B, la
congruence (6) nous montrera que les pieds de ces deux dernitres
perpendiculaires coincident, c'est-d-dive que la droite #° = AB’ conpe
it angle droit la perpendiculaire i z et, par suite, est parallele a n, Le
théortme de Pascal est done démontre, |

Etant donnés une droite quelconque, un point en dehors de cette
droite et un angle quelconque, 'on peut évidemment, en transportant
cet angle et en tracant une paralléle, trouver une droite qui passe par
le point donné et coupe la droite donnée sous I'angle donné,

Grace & celte construction, nous pouvons encore employer pour lu
démonstration du théoreme de Pascal le raisonnement rés simple qui
suit et que je dois & une hienveillante communication :

Par le point B(fig. 20) I'on ménera une droite qui coupe 0N’ au
point D', sous un angle 0CA’ tel que la congruence

(s") LOCA'=<0N'B

soit vérifiee; alors, en vertu d'un théoreme hien connu dela théorie du
cercle, CBD'A’ est un quadrilatere inseriptible, et par suite, en vertu
du théoreme velatif & la congruence des angles inscrits dans le méme
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segment, on a la congruence

(4*) FOBA'= = OD'C.,
Puisque CA’ et AC sont, par hypothise, paralleles, 'on a aussi
«(3%) | . L OCA's= < OALY,
et de (1*) et (3*) résulte encore
S OD'B == L OAC;

mais le quadrilatere BAD'C' est alors aussi un quadrilatire inseriptible,

Flg. 20.

ef, en vertu du théoréme relatif aux angles d'un tel quadrilatire, on 2
la congruence

(5 < OAD'= 4 0C'B,

Or, comme CB' est, par hypothise, paralléle i BC, nous aurons
aussi

(3*) < OB'C= x0OC'B;
de (4*) et de (3*) I'on tive la congruence
JOAD = X OB'(;

' — . ! ,
cette derniére nous fait voir que le quadrilatere CAD'B est aussi un
quadrilatere inscriptible, et par suite que 'on a encore

(6*) L OAB'= X Ol C,
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De (2*) et (G*) I'on tire
< OBA'= <L OAR',

congruence qui nous appread enfin que BA’ et AB’ sont paralléles,
comme le veut le théoreme de Pascal.

Si I coincidait avee un des points A’, B, €, il serait néeessaire de
faire & cette méthode de démonstration une légere moditication, qu'il
est facile d'apercevoir,

§ 15.

Un calcul segmentaire basé sur le thédoréme de Pascal.

Le théorime de Pascal, démontré dans le paragraphe précédent,
nous permet d'introduire dans la Géométrie un calcul sur les segments
ol seront vérifiées sans modification toutes les opérations de calcul
sur les nombres réels,

Au lieu du mot congruent et du signe =:, nous ferons usage, dans
ce caleul segmentaire, du mot égal et du signe ==,

A, B, C (fig. 20 bis) étant trois points sur une droite, et B étant

Fig. 20 bis,

- i ] y, SERPERREE
A u c

situé entre A et C, nous désignerons ¢ = AC sous le nom de somme
des deux segments a = AB et b = BC, et nous écrirons

c=a-+ b,
Les segments a et b sont dits plus petits que ¢, ce qui s'éerit
a < c, b<e,
ct ¢ est dit plus grand que a et que b, ce qui s'éerit
¢c>a, c>b.

Des axiomes linéaires de la congruence 1V, 1-3, I'on conclut aisé-
ment que pour |'addition des segments, telle que nous venons de la
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définir, In loi Associamive
a-t{b+c)y=(a+b)+c

ainsi que [a loi conmuranive
at+b=b+a

sont toutes deux vérifiées,

Pour définir géométriquement le produit d'un segment a par un
segment b, nous emploierons la construction suivante : Nous choisi-
rons d'abord un segment quelconque qui restera le méme dans toute
cette théorie, et nous le désignerons par 1, Sur le edté d’un angle
droit nous porterons, i partir du sommet O (fig. 21), d'abord le seg-

Fig. a1,

ad

AN

0 4 &

ment 1, puis le segment b; sur I'autre coté de l'angle nous porterons,
a partir de O, le segment a; joignons alors les extrémités des seg-
ments 1 ¢t a par une droite; & celle-ci nous minerons ensuite une
paralltle par I'extrémité de &; cette paralléle déterminera sur Pantre
c¢oté de l'angle un segment ¢; ce segment ¢ nous le nommerons le
produit du segment a par le segment b, el nous écrirons

¢ — ab,.

Avant tout, nous allons démontrer que, dans la multiplication des
segments telle que I'on vient de la définir, la loi comvuramve

ab=ba

est toujours vérifice. A cet effet, construisons d'abord de la maniere
que l'on vient de décrive le segment ab (fig. 22). Portons ensuite, i
partir du point O sur le premier coté de I'angle droit, le segment , et
sur le second le segment b. Joignons alors I'extrémité de 1 & P'extré-
mité de b, située sur I'autre cdté de Pangle droit, par une droite, et
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wenons une paraltele i cette droite par Pextrémité de a située sur le
premier cdté de angle droit. Cette parallble déterminera, par son in-
tersection avee le second coté de I'angle droit, le segment ba; or,
comme le fait voir la ffg. 22, ce segment ba coincide, en vertu

Fig. n.

a& wr et

du parallélisme des lignes auxiliaires ponctuées | théorieme de Pascal
(XXI)}, avec le segment ab déja construit.
* Pour démontrer, dans notre multiplication des segments, la loi assa-

GIATIVE
a(be) =(ab)c,

construisons d'abord le segment d = be (fig. 23), puis da ; ensuite le

Fig. 23.

o {{q' ’ufﬁbiﬂ

segment ¢ = ba, et enfin ec. En vertu du théoreme de Pascal, les ex-
trémités de da et de ec coincident, comme on le voit claivement sur la
/fig. 23, et, si I'on applique alors la loi commutative qui vient d'étre
démontrée, on en tire la précédente formule, qui exprime la loi asso-
ciative de la multiplication segmentaire.
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. Enfin, dans notre calcul segmentaive, Ia loi msrameive

alb+c)=ab+ac
est également vériflée,

Pour le démontrer, construisons les segments ab, ac et a(b +c)

(fig. 21), et, par Vextrémité du segment ¢ (voir la fig. 24 ci-dessous),

g, «4.
at \
ao
ad \\\
0 & 1 o bee
etbronab+ao

menons une parallile i autre eoté de 'angle dvoit. La congruence
des deux triangles ombrés dans la fig. 24 et 'application du théoreme
de la congruence des cotés opposés d’un parallélogramme fournissent
la démonsteration demandée,

8i lon désigne par b et ¢ deux segments quelconques, il existe tou-
jours un segment a tel que l'on ait ¢ = ab; ce segment a est désigné

par la notation ; et se nomme le quotient do ¢ par b,

§ 16.
Les proportions et les thdorémes de similitude.
A l'aide du caleul segmentaive précité, on peut établiv comme il

suit la théorie d’Buclide des proportions sans préter i aucune objec-
Lion et sans taire usage de 'axiome d'Arehimide,

LONVENTION. = @, b, &', b’ désignant quatre segments quelconques,
la proportion
alb=a'¥
n'exprimera pas autre chose que P'éguation segmentaire

al' == ba',

AL

LR T
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Depvimoy, — Deux triangles sont dits semblables lorsque leurs
angles homologues sont congruents,

Tuconene XXH. — Si I'on désigne pura, b et ', ¥ des cotés homo-
logues dans deus triangles semblables, la proportion

asb=a:l
est véritice,

Denossrnariox, — Considérons d'abord le cas particulier ot les
angles compris entre a et b et entre a’ et ' (fig. 25) dans les deux

Fig. aj.
¥
)
. ﬂ'\
} i a a’

triangles sont droits, et supposons que les deux triangles aient été
tous deux portés sur un méme angle droit, Sur I'un des cotés de I'angle
droit, portons alors, i partir du sommet O, le segment 1, et, par l'ex-
trémité de ce segment, menons une paraliéle aux hypoténuses des
deux triangles. Cette paralléle déterminera sur autre coté de angle

droit un segment e; or, en vertu de notre définition du produit de
deux segments, on aura
b= ea, U == ed',
d’on
al' = ba',
¢’'est-i-dire
aib=a b,

Passons maintenant au cas général. Dans chacun des deux triangles
semblables déterminons les points d’intersection respectifs S et §
des trois bissectrices, et de ces points abaissons les perpendiculaires
respectives r et v sur les cotés des triangles.

Désignons les segments respectifs ainsi déterminés sur les cotés
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des triangles (g, 26) par

—-_—
~J

uy Qe boy by Cqy s,
et par

?

f [ U J f]
Qpy Qg bc ’ ba y Cas Cps
Fig. 46,

e

Cw op

le cas particulier du théorbme que nous venons de démonteer fournit
les proportions
ay ir=a,r, be =00,

@otr=a,:r, bytr=ub,:r
de celles-ci, en vertu de la loi distributive, on conclut que
ar=dair, bir=»>b:p,
d’odl, en se reportant & la loi commutative de la multiplication,
a:b=a ¥,

Du théoreme XXII ainsi démontré nous tirons aisément le théo-
remo fondamental de la théorie des proportions que voici :

Tucontse XXUI. — Sil'on désigne para, bet a', ' les segments res-
pectifs decoupés par deux paralléles sur les cdtés d’un angle quelcongue,
la proportion

erop atb=a
est toujours verifice,

Réciproquement, lorsque qualre segments a, b, a', ¥’ vérifient cette pro-
portion, si l'on porte a, a' et b, b’ sur les cltés respectifs d'un angle
quelconque, les droites qui joignent les extrémités respectives de a, b et

a', &' sont paralléles.
H. ”
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8§ 17.

Les équations des droites et des plans.

Au systeme de segments précédemment défini nous en adjoindrons
un second tout pareil; nous différencierons les segments de ce nou-
veau systeme de ceux du premier en les marquant d'un signe dis-
tinetif et nous les nommerons « nédgatifs » par opposition aux seg-
ments « posittfs » considérés auparavant, Si nous introduisons encore
le sigment o déterminé par un point unique, alors, dans ce calcul
segmentaire généralisé, en adoptant des conventions convenables,
toutes les régles de calcul relatives aux nombres -réels, exposées
au § 13, seront vérifiées. Nous exposerons, par exemple, les propo-
sifions particulieres qui suivent :

On a toujours

a.l==l.,a==q,

Si ab = o, on a toujours

sofl @ = o, solt b—=o,

Sil'on a
a>b el ¢ >0,

tl en résulte toujours
ac > be,

- Dans un plan a, prenons maintenant deux droites se coupant sous
un angle droit au point O pour axcs fixes rectangulaires, et portons
alors, & partir du point O, des segments quelconques =, y sur ces
deux droites, et cela de I'un ou de l'autre cdté du point 0, selon que
les segments 2, y sont respectivement positifs ou négatifs, Elevons
alors des perpendiculaires aux extrémités des segments précités et
déterminons leur point d'intersection P; les segments x, y sont alors
dits les coordonnées du point P : tout point du plan « est déterminé
d’une maniére univoque par ses coordonnées, que celles-ci soient po-
sitives, négatives ou nulles.
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Soit { (fig. 27) une droite guelconque du plan « passant par O et
par un point C dont les coordonnées sont a et b, 8i 'on désigne alors

Fist 97.

¢

o

c'
C

par 2 el y les coordonnées d'un point quelconque de /,. nous tirons
aisément du théoreme XXII

ab=xy
ou
bx —ay=o

comme équation de la droite / : :

Si £ est une droite parvalldle & / et déterminant sur I'axe des 2 le
segment ¢, nous obtiendrons l'équation de la droite ¢ en rempla-
cant, dans 'équation de la droite /, le segment & par le segment r—c.
L'équation de la droite £’ sera done

bx — ay — be =o,

De ces développements nous concluons aisément, et indépendam-
nent de I'axiome d'Archiméde, que toute droite d'un plan est repré-
sentée par une équation linéaire entre les coordonnées x, y; ot, réci-
proquement, que toute équation linéaire de ce genre représente une
droite, lorsque les coefficients de cette équation sont des segments
appartenant & la Géométrie en question.

On démontrerait tout aussi aisément les résultats analogues dans
la Géométrie de 1'espace.

A partir de la, tout le veste de la Géométrie peul se construire
d’aprds les méthodes usuelles de la Géométrie analytique.

Dans ce Chapitre 11l actuel, nous n’avons jusqu’ici, nulle part, fait
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usage de 'axiome d’Archiméde. Si nous le supposons vérifié ici, nous
pouvons alors, aux points d'une droile quelconque dans I'espace,
fuire correspondre des nombres récls, et cela de la manitre suivante :

Choisissons sur la droite deux points quelconques, et attribuons &
ces points les nombres o et 1. Partageons ensuite en deux parties

¢gales le segment or qu'ils déterminent et désignons-en le milieu

o . H H H 1 | * v v .
par -» puis le milien du segment 02 par p» et ainsi de suite; aprés

avoir répété n fois cette opération, nous obtiendrons un point auquel
il fandra attribuer le nombre 35;,- Sur la droite en question portons
alovs successivement, & partir du point o et de part et d'autre de ce
point, le segment o;g';a m fois par exemple; aux points ainsi obtenus

: . /) m
attribuons les nombres respectifs 5”75 ot — =

De I'axiome d'Archimbde on conclut alors aisément que, en vertu
de la coordination ainsi opérée, & tout point de la droite on peut faire
correspondre d'une manibre univoque déterminée un nombre réel, et
cela de telle sorte que cette coordination jouisse de la propriété sui-
vante : A, B, C désignant trois points quelconques de la droite aux-
quels correspondent les nombres respectifs «, 8, ¥, et B étant situé
entre A et C, ces nombres «, B, y vérifieront toujours ou bien I'inéga.
lité « < B <y, ou bien I'inégalité o> B >y,

Des développements du Chapitre 111, § 9, résulte clairement qu'ici,
pour tout nombre appartenant au corps algébrique 9, il doit exister
un point correspondant sur la droite ; mais reconnaitre si i tout autre
nombre réel correspond de méme un point de la droite, c'est ce qu'on
ne peut faire d'une manitro générale, cette question dépendant de la
Géométrie a laquelle on a affaive.

Au contraire, il est toujours possible de généraliser le systeme pri-
mitif des points, droites et plans au moyen d'éléments « mEavx » ou
* TRRATIONNELS » d'une manitre telle que, sur une droite quelconque
de la Géométrie ainsi construite, & chaque systéme de trois nombres
réels corresponde sans exception un point. Au moyen d’une conven-
tion convenable, on peunt également faire que, dans la Géométrie
ainsi généralisée, les axiomes I--V soient Tous vérifiés. Cotte Géomé-

e, *w
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trie généralisée (par l'adjonction des éléments irrationnels) n'est
autre que la Géométrio analytique usuelle de P’espace.

CHAPITRE 1V,
THEORIE DES AIRES PLANES.

§ 18 ("),
Bgalité par addition, égalité par sousiraction des polygones.

Nous prendrons comme base de nos recherches, dans le Chapitre
actuel IV, les mémes axiomes que nous avons employés au Chapitre HI,
i savoir les axiomes plansires de tous les groupes, hormis I'axiome
d’Archimede, c'est-b-dire los axiomes I, 1-2, et II-IV.

La théorie des proportions exposée dans le Chapitre Hii et le caleul
segmentaire qui y a été introduit nous permettent d’établir la théorie
d’Euclide des aires au moyen des axiomes précités, c'est-i-dire dans
le plan et indépendamment de I'axiome d’ Archiméde,

Les développements du Chapitre IH faisant essentiellement reposer

(*) En ce qui concerno la théorie des aires dans le plan, nons appelons avant tout
I'attention sur les Travaux suivants do M. GERARD : Thése de Doctorat sur la Céométrie
non cuclidicnne (1892) ot Géométrie plane (Paris, 1898). M, Gérard a exposd une théorio
tout & fait analogue 4 cello du §20 du présent Travail relativement 4 la mosure des poly-
gones. La différence est que M., Gérard emploie dos transversales paralitles, tandis que mof
jo me sers de transvorsales issues d'un sommet. En outre, lo lectour pourra comparer
les Travaux suivants de F. Scuug, ot l'on trouve aussi une exposition ansloguo : Sitsungs-
berichte der Dorpater Naturf. Ges., \8y2, e\ Lehrbuch der analytischen Geometrie,
Loipzig, 1898, Introduction. Enfin, je renverrai encore & un Travail do 0. Srtoiz :
Monatshefie fiir Math, und Phys,, 5° annéo, 1894, (Note de M. RHilbert.)

En outre, M. Gérerd a encore traité la question des aires, par diverses méthodos,
dans lo Bulletin de Mathématiques spéciales (mai 1895), duns lo Bulletin de la Socidte
mathématique de Franco (décombre 18g5), dans lo Bulletin de Mathématiques &lémen-
taires (janvier 1896, juin 1897, juin 1898), (Note du traducteur.)
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la théorie des proportions sur lo théoréme de Paseal (théorbme XXI),
il en sera aussi de méme de la théorie des aires..Cette manitre d’6ta-
blir la théorie des aires me semble une des plus remavrquables applica-
tions du théorbme de Pascal dans la Géométrie élémentaire.

Coxvexmiox, — Sil'on joint deux points d'un polygone P par une ligne
hrisée queleonque contenue tout entitre 3 Pintérieur du polygone,
on obtient deux nouveaux polygones P, et P, dont les points intérieurs
sont tous situés i l'intérieur de P; nous dirons : P est décomposé en P,
et Py, oubien P, et P, composent P,

Diriximox, — Sont dits flachengleich, ¢'est-i-dive dgaux paraddition,
deux polygones qui peuvent étre décomposés en un nombre fini de
triangles respectivement congruents deux & deux.

DicersimioN. — Sont dit inkaltsgleich ou von gleichem Inkalte, ¢'est-
b-dive égaur par soustraction, deux polygones auxquels on peut ajouter
des polygones égaux par addition, de manitre que les deux polygones
ainsi composés soient eux-mémes égaux par addition.

De ces définitions résulte immédiatement ceci : en réunissant des
polygones égaux par addition, on obtient encore des polygones eux-
MEMEs ECALX PAR ADDITION, el, si I'on soustrait de polygones égaux par
addition des polygones eux-mémes égaux par addition, les polygones
qui restent 80Nt ECAUX PAR SOUSTRACTION.

Enfin nous avons les propositions suivantes :

Tucorine XXIV, — Deux polygones P, et P, égaux par addition & un
troisitme P, sont égaux entre eux par addition. Deux polygones égaux
pav soustraction & un troisitme sont égaux entre enx par soustraction.

Deyoxstaatiox. — Par hypothése pour P,, ainsi que pour Py, on peut
assigner une décomposition en triangles, telle qu'a chacune de ces
décompositions corresponde une décomposition de P, en triangles
congruents (/g 28). 8i nous considérons simultanément ces décom-
positions de Py, on voit d’une manibre générale que chaque triangle
de I'une des décompositions est décomposé en polygones par des
segments appartenant & l'autre décomposition. Nous introduircns
alors un nombre suffisant de segments pour décomposer chacun de

ces polygones cux-mémes en triangles, et nous opérerons alors.

-
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sur P, ot P, les deux décompositions en triangles correspondantes; il
ost évident maintenant que ces deux polygones P, et P, sont décom-
posés en un nombre égal de triungles respectivement congruents
deux i deux, et qu'ils sont, parsuite, d’apris la définition, égaux par
addition,

Fig. 18,

o
"
L
g sy

La démonstration de la seconde partie de I'énoncé du théortme XXIV
a lieu maintenant sans aucune difficulté,

Nous définirons de la manibre ordinaire les notions : rectangle, base
et hauteur d'un parallélogramme, base et hauteur d’un triangle.

§ 19.
Parallélogrammes et triangles qui ont méme base et méme hauteur.

Le raisonnement bien connu d'Euclide, et qui est indiqué pur la
fig. 29, fournit la démonstration de la proposition suivante

Vig. 20.

VAVR =

Tutoning XXV. — Deux parallélogrammes qui ont méme base et
méme hauteur sont égaux entre eux par soustraction.
On a ensuite la proposition connue :

Tusontse XXVI. — Un triangle quelconque ABC est toujours égal
paraddition & un certain parallélogramme de méme base et de hauteur

moitié moindre.
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Dexonstration. — Prenons les milieux respectifs D et E de AC et deo
BC (fig. 30) et prolongeons DE de sa propre longueur jusqu’en F; les

Fig. 3.
G

/N
triangles DEC et FBE sont slors congruents et, par suite, le triangle
ABC et le pavallélogramme ABFD sont égaux entre eux par addition,

Des théorémes XXV et XXVI résulte immédiatement, en ayant
égard au théortme XXIV, la proposition suivante ;

Tnonéme XXVIL — Deux triangles qui ont méme base et méme
hauteur sont égaux entre eux par soUSTRACTION.

On sait que d’habitude on démontre que deux triangles qui ont
méme base et méme hauteur sont aussi toujours égaux par addition;
remarquons néanmoins que cette démonstration ne peut avoir lieu sans
employer U'axiome d’ Archiméde; on peut, en effet, dans notre Géomeé-
trie non archimédienne (voir Chap, I, § 12) assigner sans ancune
difficulté deux triangles qui ont méme base et méme hauteyr et qui,
par suite, en vertu du théoréme XXVII, sont geavx PAR SOUSTRACTION,
mais qui cependant ne sont pas £GAux PAR ADDITION, Ainsi, nous pouvons
prendre pour exemple deux triangles ABC et ABD ayant AB ==1 pour
base commune ct ayant pour hauteur 3, le sommet C du premier
triangle étant situé sur une perpendiculaire i la hase AB élevée au
point A, tandis que, dans le second triangle, le pied F de la hauteur
abaissée du sommet D est situé de sorte que I'on ait AF =,

Tous les autres théoremes de la Géométrie élémentaire qui se rap-
portent & I'égalité par soustraction des polygones, en particulier le
théortme de Pythagore, sont de simples conséquences des théoremes
que nous venons d'énoncer. Néanmoins en poussant plus loin Ia
théorie des aires nous rencontrons une difficulté essentielle, En effet,
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les considérations développées jusqu'ici lnissent encorve indécise lu
guestion do savoir si par hasard tous les polygones ne seraient pas
égaux entre cux par soustraction. S'il en était ainsi tous les théortmes
énoneds précédemment ne nous apprendraient rien et n'auraient aucun
sens. Knsuite se présente la question plus générale de savoir si deux
rectangles égaux par soustraction et ayant un coté commun ont aussi
leurs autves cdtés congruents, e'est-i-dire, si un reclangle est déter-
miné d'une manikre univogue par un de ses codtés et parson aire.

Comme une considération plus attentive le fait voir, pour vépondre
aux questions ainsi soulevées, I'on a hescin de la réciproque du
théoreme XXVII, qui s'énonce ainsi :

Tucontnr XXV, — Lorsque deux triangles égaux par soustraction
ont méme base, ils ont aussi nécessairement méme hauteur,

Ce théorime fondamental XXVIII se trouve dans les Eldments d'Eu-
clide au premier Livre, sous le numéro 39, Pour le démontrer, Enclide
invoque d’ailleurs cette proposition générale relative aux grandeurs
Kai 7o Ehov 100 wégovg petfév Eamy, procédé qui revient i 'introduction
d'un nouvel axiome relatif aux aires.

1l s’agit maintenant d’établir le théoréme XXVIII et, avec ce
théoreine, la théorie des aires, ds la maniére que nous nous sommes
proposé, c'est-d-dire uniquement & 'aide des axiomes planaires e
sans employer 1'axiome d’Archiméde. A cet effet, il nous faut iniro-
duire la notion de mesure des aires.

§ 20.

La mesure des aires des triangles ¢t des polygones.

Dérrxemion, —- Si dans un triangle ABC (fig. 31) de cités a, 4, ¢
nous menons les deux hauteurs £, = AD, A,= BE, de la similitude des
triangles BCE et ACD, nous tirons, en vertu du théoreme XXII, la
proporiion

ally= b:"m
c'est-d-dire
ah,= by,

par suite, dans tout (riangle le produit d'une base par la hauteur cor-
H. 8
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respondante est indépendant du coté du triangle que I'on prend pour
base. Le demi-produit de Ia base par lu hauteur d'un triangle A est dit
la mesure de U'aire du triangle A; nous la désignerons par F(4).

Fig. 31,

Coxvexrion. — Un segment qui joint un sommet d'un triangle & un
point du coté opposé s'appelle une transversale. Cette transversale
décompose le triangle en deux autres de hauteur commune et dont
les bases sont situées sur la méme droite, Une telle décomposition
s'appellera une décomposition transversale du triangle,

Tutonkme XXIX. — Un triangle A étant décomposé n'importe com-
ment, par des droites quelconques, en un certain nombre fini de
triangles 4, la mesure de l'aire du triangle A est ¢gale 4 la somme
des mesures des aires de tous les triangles A;.

DemonstraTion, — De la loi distributive de notre calcul segmentaire
résulte immédiatement que la mesure de l'aire d'un triangle quel-
congue cst égale b la mesure des aires des deux triangles qui pro-
viennent du premier par une décomposition transversale quelconque.

Fig, 32.

o

|

L’application réitérée de cette proposition nous fait voir que la mesure
de l'aire d'un triangle quelconque est aussi égale it la somme des me-
sures des aires de tous les triangles qui proviennent du premier,
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lovsquo I'on opbre successivement un nomhre quelconquo de décom-
positions transversales (fg. 32).

Pour arriver & faire la démonstration correspondant i une dé.
composition quelconque du triangle A en triangles A, d’un som-
met A (fig. 33) du triangle A menons par chaque point de division de

Fig. 33,

la décomposition, c’est-d-dire par chaque sommet des triangles A;, une
transversale; ces transversales décomposent le triangle en certains
triangles A,, Chacun de ces triangles A, est décomposé par les segments
qui déterminent la décomposition donnée en certains triangles et qua-
drilatéeres.

Enfin, si dans chaque quadrilatére nous menons une diagonale,
chacun des triangles 4, est décomposé en ceptains triangles 4, Nous
nous propesons maintenant de démontrer que la décomposition en
triangles A,,, aussi bien pour les triangles A, que pour les triangles 4;,
n'est pas autre chose qu'une série de décompositions transversales,

En effet, il est d'abord évident que toute décomposition d'un triangle
en triangles partiels pent étre effectuée au moyen d'une série de dé-
compositions transversales quand, dans cette décomposition, il n’existe
pas de points de division & I'intérieur du triangle et quand, en outre,
un coté au moins du triangle ne porte pas de points de division,

On voit maintenant que ces conditions sont vérifices pour les
triangles 4,: en ellet, l'intéricur de chacun d’sux, ainsi qu'un de leurs
ctés, a savoir les cOtés opposés au point A, ne contiennent pas de
points de division.

s

[T N L
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Mais de méme pour chaque A,, ln décomposition en 4,, est réduc-
tible & des décompositions transversales, En effet, considérons un
triangle 4y; parmi les (ransversales issues de A du triangle A, il en est
une qui tombera sur un coté de A, ou bien partagera ce triangle A, en
deux triangles, Dans le premier cas le coté en question du triangle A,
n"a pas de points de division dans la décomposition en triangles 4,,;
dans le second cas, le segment de cette transversale traversant I'inté.
riear du triangle A; est, pour les deux triangles qui prennent ainsi
naissance, un coté qui dans la décomposition en triangles A,, naura
certainement pas de points de division.

Or, d'apris les considéralions exposées au commeneement de cette
démonstration, la mesure de I'aire F(A) du triangle 4 est égale & Ia
somme des mesures des aires F(A,) dos triangles A, et cette somme
est elle-méme égale d la somme de toutes les mesures des aires F(4,,).
D’autre part, la somme des mesures des aires F(A4) de tous les
triangles & est égale & la somme de toutes les mesures des uives F(4,,),
d’odr résulte en fin de compte que la mesure de I'nire F(A) est aussi
égale i la somme des mesures des aires F(A4). Le théoreme XXIX est
donc completement démontré.

Dermiriox. — Sil'on définit la mesure de 1'aire F(P) d'un polygone,
comme la somme des mesures des aires de tous les triangles en les-
quels ce polygone est décomposé au moyen d'une décomposition
déterminée, on reconnait, en s’appuyant sur le théoreme XXIX et au
moyen d'un raisonnement analogue i celui dont il a &té fait usage
au § 18 dans la démonstration du théoreme XXIV, que la mesure de
Faire d'un polygone est indépendante du mode de décomposition en
triangles, et par conséquent est déterminée d’une manitre univoque
uniquement par le polygone. De cette définition, nous concluons, en
vertu du théoreme XXIX, la proposition que LES POLYGONES EGAUX PAR
ADDITION ONT MEME MESURE D'AIRE,

Enfin, si 'on désigne par P et Q deux polygones égaux par soustrac-
tion, il existera, en vertu de leur définition méme, deux polygones
égaux par addition P’ et Q', tels que le polygone composé de P et P’
soit égal par addition au polygone composé de Q et Q. Des deux
équations

' F(P+P)=F(Q+Q), F(P)=F(Q),
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on conclut aisément
F()=¥(Q),

¢’est-dedire que : LES POLYGONES EGAUX PAR SOUSTRACTION ONT MEME MESURE
D'AIRE, -

De cette derniére proposition I'on tire évidemment la démonstra-
tion du théortme XXVHI, En effet, si 'on désigne la base égale des
deux triangles par g, les hauteurs correspondantes par 4 et &', de
I'égalité parsoustraction des deux triangles I'on conclut qu’ils doivent
nécessairement avoir méme mesure d’aire, d'ol

1&h =1z
et aprés division par 3 g

,i
o= MI';

¢'est ce que dit le théoréme XXV,

§ 21.

L'égalité par soustraction et la mesure des aires.

Au § 20, nous avons trouvé que les polygones égaux par soustrac-
fion ont toujours nécessairement méme mesure d'aire. La réciprogue
est vraie,

Pour démontrer cette réciproque, considérons d'abord deux
triangles ABC, et A'B'C’ (fig. 34), ayant un angle droit commun en A.

Fig. 34.

A B 8

Les mesures-des aires de cos triangles s’expriment par les furmules

F(ABC)=JAB.AC,  F(AB'C') ={AB'.AC.
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Si nous supposons que ces deux mesnres d'aives soiem égules
entre elles, onaura
AB. AL = AB' ACY
ou
AB AR = AC 1 AC;

de cette proportion vésulte, d'aprés le théoreme XXI1, que les deux
droites BC' ¢t B'C sont paralliles, et alors, d’apris le théoreme XXVII,
nous reconnaissons que les deux triangles BC'B’ et BC'C sont égaux
par soustraction. L'addition du triangle ABC' fait voir ensuite que
les deux triangles ABC et AB'C'sont dgaux par soustraction. On adone
ainsi démontré que deux triangles rectangles qui ont méme mesure
d'aire sont aussi égaux par soustraction,

Prenons maintenant un triangle quelconque de base g et de hau-
teur /; d’apres le théoreme XXVII, ce triangle sera égal par soustrac-
tion & un triangle rectangle ol les deux colés de I'angle droit seraient
get &, et, comme le triangle primitif 2 évidemment méme mesure
d'aive que le triangle vectangle, il s'ensuit que, dans nos dernibres
conclusions, il n’était pas nécessaire de se borner aux triangles reg.
tangles. On a donc ainsi démontré que pEUX TRIANGLES QUELCONQUES QUt
ONT MEME MESURE D'AIRE SONT AUSSI EGAUX PAR SOUSTRACTION.

Soit maintenant un polygone quelconque P ayant une mesure d'aire
assignée g.

Supposons que le polygone P puisse étre décomposé en n triangles
de mesures d'aires respectives g,, g, ..., &ni ON aura alors

g:gl"l’g!“""'"{'gn-

Construisons maintenant un triangle ABC ( £ig. 35) de base AB = g et

de hauteur 42 =1 et marquons sur la base les points A,, A,, ..., A, _,.
tels que

&= AA,, é’!zAlA!: veey gn-lmAm-:An-—h &n= A, B.

Comme los triangles qui composent le polygone P ont respectivement
mémes mesures d'aire que les triangles AA, C, A A,C, ..., A,;A,_,C,
A.-BC, ils leur sont aussi égaux par soustraction, en vertu de ce quia
8té précédemment démontré, Par suite, le polygone P est égal par
soustraction a un triangle de base g et de hauteur A = 1. De la résulte,
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en invequant le théortme XXIV, que doux polygones qui ont méme
mesure d'aive sont toujours égaux par soustraction, Nous réunirons les

Fig. 35.

i A: s ; tu

deux propositions trouvées duns ce paragraphe et lo précédent en un
théoréme unique; ainsi

Tucontwne XXX. — Deux polygones dgaux par soustraction ont tou-
Jours la méme mesure d'aire; et réciproguement : Deux polygones ayant
la méme mesure d'aire sont toujours égaux par soustraction,

Bn pavticulier deux rectangles qui sont égaux par soustraction et

qui ont un coté en commun doivent nécessairement avoir leurs auntres
cOtés congruents,

Tutontsie XXXE — Si I'on décompose un rectangle par des droites
en plusieurs triangles, et si I'on enltve un de ces triangles, on ne
pourra plus remplir le rectangle avee les triangles qui restent,

Ce théortme a été mis pur M. O. Stols (') au rang des axiomes.
Dans ce qui précede on a fait voir que ce théoreme s'établit d'une ma-
nitre tout & fait indépendante de I'axiome d’Archiméde. D'ailleurs,
quand on fait abstraction de \'axiome d’Archiméde, le théoréme XXX!
ne suffit pas i lui seul pour démontrer lo théoreme d*Euclide de I'éga-
lité des hauteurs dans les triangles égaux par soustraction qui ont
méme base (théorbme XXVIII),

Dans la démonstration des théortmes XX VI, XXIX, XXX, nous
avons essenticllement employé le caleul segmentaire introduit dans
le Chapitre 111, § 15, et comme ce calcul repose essentiellement sur
le théoréme de Pascal (théoréme XXI), ce théoreme est certaine-
ment la clef de voiite de la théorie des aires. Nous reconnaissons aussi

R mAte ¢ e ———— AARAL B ERAL et i 8 A i o . o B § it A i B

(1) Monatshefte fir Math. und Plys., Jalrgang 5, 18g4.
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suns peine que nous pouvons encore obtenir inversement le (héoreme
de Pascal au moyen des théoremes XXVII et XXVHI.

De deux polygones P et Q nous dirons que P est respectivement plus -
grand par soustraction ou plus petit par soustraction que Q, selon que
la mesure de P'aire F(P) est plus petite ou plus grande que F(Q).
I¥aprés ce qui précbde, il est elair que les notions : égal par soustrac-
tion, plus petit par soustraction, plus grand par soustraction, s'ex-
cluent mutuellement, Enfin nous voyons sans peine qu'un polygone
(ui est situé tout entier i P'intérieur d’un autre polygone est nécessai-
vement toujours plus petit par soustraction que ce dernier,

Nous avons ainsi établi les théorémes essentiels de lu théorie des
aires,

Sebani G 3 W

CHAPITRE v,

LE THEOREME DR DESARGUES.

L —

§ 22.

Le théoréme de Desargues; sa démonstration dans le plan au moyen
des axiomes de la congruence.

Parini les axiomes énoncés dans le Chapitre I, coux des groupes 1.V
sont tous soit linéaires, soit planaires. Les seuls axiomes spatiaux
sont les axiomes 3-7 du groupe I, Pour bien reconnaitre la portée de
ves axiomes spatiaux, concevons que I'on ait assigné une Géométrie -
PLANE quelconque et recherchons, en général, quelles sont les condi-
tions pour que cette Géométrie plane puisse étre présentée comme
une partie d'unc Géométrie de I'espace, oll sont au moins vérifiés tous
les axiomes des groupes I-111. '

L’on sait qu'en s'appuyant sur les axiomes des groupes I-I11 on peut
démontrer facilement le théoreme dit de Desargues; ce théoréme est
un théorkme d'intersections dans le plan. Nous allons supposer en
particulier que la droite, sur laquelle doivent atre situss les points
d'intersection des cotés homologues des deux triangles, est la droite
que on nomme droite de I'infini et nous désignerons l¢ théoreme



LER PRINCIPES FOXDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE. 63

qui a lieu dans ce cas, ainsi que sa réciproque, sous le nom de thdo-
réme de Desargues, Le théorbme aura 'énoncé suivant :

Tukortne XXXII ( Théoréme de Desargues). ~ Deux triangles élant
situés dans un plan de telle sorte que leurs cotés homologues soient
respectivement paralldles, les droites qui joignent les sommets homo-
logues ou hien passeront par un méme point, ou hien seront paralléles.

Réciproquement, deux triangles élant situés dans un plan de telle
sorte que les droites qui joignont les sommets homologues ou hien
passent par un méme point ou bien soient paralltles (fig. 35 bis), et

Fig. 35 bis,

de plus deux paires de cotés homologues dans les triangles étant paval-
lbles, les troisibmes cotés des deux triangles seront également paral-
leles.

Comme on I'a déja dit, le théoreme XXXII est une conséquence des
axtomes I-III; par conséquent, la vérification du théorsme de De-
sargues dans le plan est une condition ntcessare pour que la Géome-
trie de co plan puisse étro présentée comme une partie d'une Géomé-
trie de 'espace ok les axiomes des groupes I-111 sont tous vérifiés,

Supposons maintenant, comme dans les Chapitres IIf et {V, que 'on
ait assigné une Géométrie rLaNE ol sont vérifiés les axiomes I, 1-2 ot
H-IV et que I'on ait introduit dans cette Géométrie un caleul segmen-
taire conformément au § 45 : alors, ainsi qu'on I'a exposé au § 17, i
tout point du plan on peut faire correspondre un couple de segments

(2, y) et & toute droite un rapport de trois segments (a:e:w), de
telle sorte que I'équation linéaire

UL 4= Y 4 9 == 0

représente la condition pour qu’un point soit sur une droite et qu'une
H, 9
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droite passe par un point. Le systtme de tous les sogments de notre
Géométrie forme, conformément au § 47, un domaine de nombres ol
ont lieu les propriétés 1-16 exposées dans le § 13, et nous pouvons alors,
aumoyen de ce domaine de nombres, ainsi qu'il a été faitau § 9 ouau
§ 12, su moyen des systtmes numériques respectifs Q et Q (¢), con-
struire une Géométrie de 1'espace : Nous conviendronsi cet effet qu'un
systéme de trois segments (, y, z) représentera un point, le rapport
de quatre segments (u ¢ : w:r) un plan, tandis que la droite sera
définie comme intersection de deux plans; alors 'équation linéaire

UL = Y 4 Wi =0

exprime que le point (2, y, 5) est situé dansle plan (u:v w1 7).

Enfin, quant & la distribution des points sur une droite, ou des
points d’un plan par rapport & une droite de ce plan, ou finalement
quant i la distribution des points de I’espace par rapport & un plan,
cela sera déterminé par des inégalités entre segments d’'une manisre
analogue i ce qui a été exposé pour le plan au § 9.

Puisqu’en prenant la valeur s = o nous retombons sur la Géométrie
plane primitive, nous reconnaissons que notre Géométrie plane peut
¢tre regardée comme une partie de notre Géométrie de I'espace; or Ia
condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi c’est, comme on 1'a vu
précédemment, que le théoréme de Desargues soit vérifié, d’onr I'on
conclut que, dans la Géomeétrie plane assignée, le théortme de De-
sargues doit étre également vérifié.

Observons que ce que nous venons d’affirmer peut aussi se déduire

directement, sans aucunc peine, du théoreme XXIII de la théorie des
proportions.

§ 23.

Impoesibilité de démontrer le théoréme de Desargues dans le plan
sans employer les axiomes de la congruence.

Nous allons maintenant nous proposer cette question : Peut-on,
dans la Géométrie plane, et sans invoquer les axiomes de la con-

gruence, démontrer le théorbme de Desargues? La réponse est la sui-
vante :
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Tutortme XXX1IL. — I ewiste une Géométrie plane oi les axiomes
[, 1-2; -1 1V, 453 V, Cest-d-dire tous les awiomes lindaires et pla-
naires, hormis I'axiome de congruence IV, 8, sont vérifiés, tandis que le
théoréme de Desargues (tutontme XXXII) we l'est pas. Le théoréme de
Desargues ne peut donc dtre déduit uniquement des aziomes precites;

pour le démontrer, il est nécessaire d'invoquer soit les aziomes spatiauz,
soit tous les axiomes de la congruence,

DéxonstratioN, — Nous choisirons, dans la Géométrie plane usuelle,
dont la possibilité a été déja démontrée au Chapitre 11, § 9, deux
droites quelconques perpendiculaires entre elles comme axes de coor-
données X, Y, et nous prendrons 'origine O de ce systeme de coordon.
nées pour centre d’'une ellipse ayant pour demi-axes 1 et 5. Enfin
nous désignerons par F le point situé sur I'axe X positif & Ja distance }
de Porigine 0.

Considérons 'ensemble de tous les cercles qui coupent Vellipse en
quatre points réels (distincts ou coincidents d’une fagon quelconque)
et, parmi tous les points situés sur ces cercles, cherchons & déter-
miner celui qui est situé sur I'axe X positif et dont la distance i
I'origine est maxima. A cet effet, partons d’un cercle quelconque qui
coupe 1’ellipse en guatre points et qui rencontre I'axe X positif en un
point C. Concevons que I'on fasse tourner ce cercle autour du point C
de telle sorte que deux ou plusieurs des quatre points d’intersection
se réunissent en un point unique A, les autres points demeurant réels,
Agrandissons le cercle de contact ainsi obtenu, de telle fagon que,
pendant cette opération, le point A reste toujours un point de contact
avec l'ellipse; nous arriverons ainsi nécessairement 4 un cercle qui,
ou bien a un contact avec l'ellipse en un autre point B, ou hien a avec
elle un contact guadriponctuel en A, et qui, d’autre part, rencontre
PaxeX positif en un point plus éloigné que C. Le point le plus éloigné
que nous cherchons se trouve donc parmi les points d’intersection
avec 'axe X positif des cercles bitangents extéricurs & Vellipse. Ces
cercles bitangents extérieurs & ’ellipse sont, on le voit aisément,
tous symétrigues par rapport a 'axe Y. Soient a, b les coordonnées
d'on point de l'ellipse; un calcul facile nous apprend que le cercle
symétrique par vapport & l'axe Y et tangent & Vellipse en ce point
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découpe sur I'axe X positif un segment

L valeur maxima de cette expression a lieu pour b = ;: et sera ainsi
* 1 = . . .
égale & =|y7|. Le point sur 'axe X que nous avons précédemment

désigné par F ayant pour abscisse §>£-I\/§ |, il s’ensuit que paryi LES

CERGLES RENCONTRANT L'ELLIPSE EN QUATRE POINTS, IL N'EN EST AUCUN QUI PASSE
kAR LE POINT F.

Nous allons maintenant concevoir une nouvelle Géométrie plane
de la manibre suivante : Comme points de la nouvelle Géométrie pre-
nons les points du plan XY (fig. 36); comme droites de cette nouvelle

Fig. 36.

Géométrie, prenons d’abord, sans y rien changer, les droites du
plan XY qui sont tangentes i 'ellipse fixe ou qui ne la rencontrent
pas; mais, au contraire, si g désigne une droite du plan XY, qui ren-
contre I’ellipse en deux points P et Q, nous construirons le cercle
passant par P, Q et par le point fixe F. Ce cercle, d’aprés co quia été
déja démontré, n’a aucun autre point en commun avec I'ellipse. Sup-
posons naintenant que P'on ait remplacé la portion de la droite g
intérieure & Vellipse et joignant P et Q par 'arc PQ du cercle déjh
construit, intérieur & I'ellipse. Le chemin formé pav les deux portions
de la droite g issus de P et Q et s’étendar.i indéfiniment, et par 'arc
de cercle PQ, nous le prendrons comme droite de la nouvelle Géomé-
trie. Supposons alors que, pour toutes les droites du plan XY, on ait
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construit les chemins correspondants, on sera ainsi en présence d'un
systeme de chemins qui, regardés comme droites d’'une Géométrie,
vérifient évidemment les axiomes I, 1-2 et III, Si 'on convient d'ob-
server, pour les points et les droites de notre nouvelle Géométrie, I
distribution naturelle, on reconnait immédiatement que les axiomes 11
sont également vérifiés,

Nous dirons ensuite que, dans notre nouvelle Géométrie, deux
segments AB et A'B’ sont congruents lorsque le chemin joignant A et
B a la méme longueur naturelle que celui qui joint A’ et I,

Enfin, il ost encore nécessaive de faire une convention relativement
b la congruence des angles. Tant qu’aucun sommet des angles qu'il
s'agit de comparer n'est situé sur l'ellipse, nous dirons que deux
angles sont congruents lorsqu'ils sont égaux, au sens habituel de ce
mot. Dans l'autre cas, nous adopterons la convention suivante : Soient
A, B, G trois points qui se succhdent dans cet ordre sur une droite de
notre nouvelle Géométrie, et soient A’B'C’ trois autres points qui se
succédent dans cet ordre sur une autre droite de notre nouvelle Géo-
métrie; soit D un point situé en dehors de la droite ABC, et D un
point en dehors de la droite A'B'C' (fig. 37); nous conviendrons

Fig. 37.

alors que, dans notre nouvelle Géométrie, les angles entre ces droites
vérifieront les congruences

LABD=JA'B'D e LCBD=<LCB'D

quand les angles naturels entre les chemins correspondants vérifient,
dane la Géométrie ordinaire, la proportion

L ABD: < CBD =< A'B'D ¢ & C'B'IV,
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Avec ces conventions, les axiomes IV, -5 et V sont également vé-
riflés.

Pour voir que, dans cette nouvelle Géométrie, le théortme de
Desargues n'est pas vérifié, considérons, dans le plan XY, les trois
droites ordinaires suivantes : I'axe X, I'axe Y et la droite qui joint les
deux points de l'ellipse

Gy 05

-

X == oy Yy = 3 J

vl A
o
e
B
i

]

o ®

L]

omme ces trois droites ordinaives passent par 'origine O, nous pou-
vons aisément assigner deux triangles dont les sommets soient res-
pectivement situés sur ces trois droites, dont les cotés homologues
soient paralléles, et qui soient fous trois situés & I'extérieur de I'el-
lipse. Les chemins qui dérivent des trois droites en question, ainsi
que le montre la fig. 38, et comme on s’en assure également par un

caleu) facile, ne se rencontrant pas en un méme point, il s'ensuit que
le théoréme de Desargues n'est pas vérifié dans notre nouvelle Géo-
métrie pour les deux triangles que l'on a construits précédemment,

Celte Géométrie plane, que 1'on vient de construire, peut également
servir d’exemple d'une Géométrie plane ot les axiomes I, 1-2; 11; 111;
IV, 1-5; V sont tous vérifiés, et qui, cependant, xe pEUT PAs étre regar-
dée comme faisant partie d’une Géométrie de 1'espace.
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§ 24.

Introduction d'un calonl segmentaire indépendant des axiomes
de la congruence et basé sur le théoréme de Desargues.

Afin de saisir completement la portée du théorbme de Desargues
(théoreme XXXIT), prenons pour base une Géométrie plane ol sont
vérifiés les axiomes I, 1-2; II-111, c'est-a-dire tous les axiomes planaires
des trois premiers groupes d’axiomes, et, dans cefte Géométrie, intro-
dvisons un nouveau calcul segmentaire INDEPENDANT DES AXIOMES DE LA
CONGRUENCE, de la manikre suivante :

<~ Prenons dans le plan deux droites fixes qui se coupent au point 0,
et dans ¢e qui suit calculons seulement avec des segments dont I'ori-
gine soit le point O et dont extrémité soit située sur une des deux
droites fixes. Regardons aussi le point O seul comme un segment que
nous nommerons le segment o (zéro), ce que nous écrirons

00=0 ou o=00.

Soient E et E’ deux points fixes situés respectivement sur les droites
fixes passant par O; désignons chacun des deux segments OF et OF’
pav 1; ce que nous écrirons ainsi

OE = OE'= ol 122 OFE == OF,

Quant & la droite EE', nous la nommerons pour abréger la droite-
unité. Soient ensuite A, A’ des points respectivement situés sur les
droites O et OE'; si la droite AA’ est paralléle i la droite EE', nous
dirons que les segments OA et OA’ sont égaux, ce que l'on écrira
ainsi ¢

OA=0A" ou OA'=0A,

< Maintenant, pour définir d’abord la somme des segments a = QA
¢t 6= OB, construisons AA’ paralléle & la droite-unité BE' ( fig. 3¢):
menons alors par A’ une parallele 2 OE et par B une paralléle & OF'.
Ces deux droites se couperont en un certain point A”, Finalement, par
ce point A menons une parallele & la droite-unité; cette parallele
coupera los droites fixes OE et OE en C et C'; I'on dira alors que
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¢ =: 0C = 0C’ est la somme des segments @ = OA et b= 0B, ce qui
s'éerira

c=a+b ot a4b=ec,
Pour définir le produit d'un segment @ = 0A par un segment b = OB,

Rig. 3.

0 2 E E

&4

acré

servons-nous exactement de la méme construction que celle du § 15,
sauf qu’au lieu des cdtés d’un angle droit nous prendrons ici les deux
droites fixes OE et OE’. Nous emploierons donc la construction sui-
vante : L'on déterminera sur O’ le point A’ tel que AA’ soit paralléle i
la droite-unité EE'; I'on joindra E2 A’, et par B I'on ménera une paral-

Fig. 4o.

ab, ¢

° & F %

lele & BA’ (fig. 40); si cette paralléle rencontre la droite OE' au
point C', I'on dira que B' = OC' est le produit du segment a = QA par
le segment b = OB, ce qui s'écrira

c=ab ou ab=—c¢.

§ 25.

Les lois commutatives et associatives de I'addition
dans le nouveau caloul segmentaire,

Dans ce paragraphe nous allons rechercher, parmi les regles de
calcul énumérées au § 43, quelles sont celles qui sont vérifiées dans
notre nouvean caleul segmentaire, quand nous prenons comme hase
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une Gdométrie plane ol les axiomes I, 1-2; I/ sont vérifiés ainsi
que le théorbme de Desargues.

Avant tout, nous voulons démontrer que, pour 'addition des seg-
ments définie au § 24, la loi commurative

at+b=b +a
ost vérifide, Soit

a=0A=0A

b=0B=0B';

conformément & nos conventions, AA’ et BB’ seront alors paralléies
4 la droite-unité; construisons ensuite les points A” et B” en menant
A’A” ainsi que B'B” paralléles & OA, et, pareillement, AB” et BA” pa-
ralléles & OA’, On voit de suite que notre affirmation revient & dire
que la ligne A”B” est parallele d AA’. Nous en reconnaissons I'exacti-
tude en invoquant comme il suit le théoréme de Desargues (théo.
réme XXXII)

Désignons le point d'intersection de AB” et A’A” par F, et celui de
BA” et B'B” par D (fig. 41); dans les triangles AA'F et BB'D les cotés

Fig. 41

a+b=b+a,

homologues sont paralltles. En vertu du théorame de Desargues, nous
en concluons que les trois points O, F, D sont en ligne droite. Par con-
séquent, les deux triangles OAA’ et DB”A” sont placés d’une manibre
telle que les droites qui joignent leurs sommets homologues passent
par le méme point F, et comme, en outre, deux couples de cdtés homo-
logues, & savoir OA et DB ainsi que OA’ ot DA” sont parallples, la
deuxidme partie du théordme de Desargues (théoréme XXXII) nous

dit que les troisidmes cdtés AA’ et B“A” sont également paraliles.
H, '

10
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. Pour démontrer la loi associative de 'addition

a4 (b)) =(a+b)+e¢

nous emploierons la fig. 42 suivante. En ayant égard a la loi com-
mutative que I'on vient de démontrer, affirmer I'exactitude de la for-
mule ci-dessus revient & dire que la droite A”B” (fig. 42) est parallele

Fig. 4.

e
r;’ Wmfy i

0 @ e ad e

a4 (bte)=(a+b)+e.

4 la droite-unité. Or, ceci est évident, car la partie ombrée de la JSig. 42
est exactement la méme que la fig. 41.

§ 26.

La loi associative de la multiplication et les deux lois distributives
dans notre nouvean calcul segmentaire.

La loi associamve de la multiplication
a(be)=(ab)c

a lieu aussi dans notre nouveau calcul.

Sur la premidre des deux droites fixes passant par O, supposons
donnés les segments

1=0A, 4=0C, ¢:==04,
et sur la seconde les segments

a=:0G et b =08,

Pour construive, conformément aux indications du§ 24 et I'un aprés
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I'autre, les segmonts

be = OB/ et  be=0C,
ab=0D, (ab)e=0),

menons A’'B’ purallele 4 AB, B'C’ paralltle & BC, CD paralléle a AG, et
enfin A'D' parallkle & AD (fig. 43); 'on reconnait immédiatement

Fig. 43.

a(bc) == {(ab)e.

que ce que nous avons affirmé revient & dire que CD doit aussi étre
paralltle & C'D’. Désignons le point d'intersection des droites AD et
BC par F et le point d'intersection des droites A’D’ et B'C’ par F'; dans
les triangles ABF et A'B'F, les cotés homologues sont paralléles; en
vertu du théoreme de Desargues, les trois points O, F, F' sont donc
alors situés en ligne droite, Grice & ce fait, nous pouvons appliquer
la seconde partie du théoréme de Desargues aux deux triangles CDF
et C'D'F, et nous en concluons que CD est paralitle 4 C'D’.

Nous allons enfin, en nous appuyant sur le théoréme de Desargues,
démontrer que, dans notre nouveau caleul segmentaire, LES prEX LOtS

DISTRIBUTIVES
y a(b+¢)=ab+ac
el
(a+ b)e=ac+ be
sont vérifides.

Pour démontrer la prrwstre de ces lois, nous emploierons la
fig. 44.(*),

(1) Los fig. 44, 45 et 47 ont 614 dessindes par M. la D von Schaper, qui a égaloment
pris soin des délails des démonstrations rolatives d ces figures.



24 D, HILBERT.

Dans cette figure on a fait
b=0A" oe=0C
ab=0B', ab=A0", ac=0C

et ainsi de suite,

B'D, est paraliéle & C*D,, paralléle & la droite fixe OA’,
BD, » » CDy o » » » OA

a(b -+ ¢) = ab 4+ ac.

enfin

et

A'A’ est paralldle & C'CY,

A'B" est pavaliéle & B'A*, paralléle & F'D,, paralicle & F'D,,

Ce gue nous avons affirmé revient & dire que
F'F" est également paralléle & A'A* et & C'C".

Construisons les lignes auxiliaires suivantes :

F’J paralléle & la droite fixe OA/,
FJ » » 0A*";

les points d'intersection des droites C'D, et C'D,, C'D, et F'I, C'D, et
F*J, nous les désignerons respectivement par G, H,, H,: enfin nous
obtiendrons les autres lignes auxiliaives de la figure, tracées en poin-
tillé, en joignant les points déja construits.

Dans les deux triangles A'B"C” et F'D,G (fig. 44), les lignes qui
joignent les sommets homologues sont paralléles; par conséquent, il
résulte de la seconde partie du théorbme de Desargues, que I'on a

nécessairement
A'CY paralléle 3 F'G.
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Dans les deux triangles A'C*F ot F'GH,, les lignes qui joignent les
sommets homologues sont également paralltles; d’apris ce qui précede
et en vertu de la seconde partie du théordme de Desargues, !'on doit

avoir
A'F’ paralldle & F'H,,

Dans les deux triangles couverts de hachures horizontales OA'F” et
JH, ¥’ les cOtés homologues étant paralléles, le théortme de Desargues
fait voir que les trois droites qui joignent les sommets homologues

0, A'H,, F'I

se coupent en un méme point : en P, par exemple.
De méme, nous trouvons que I'on a nécessairement

A'F' paralldle & F'H,,

et dans les deux triangles couverts de hachures obliques, OA”F’ et
JH,F*, les cotés homologues étant paralleles, les trois droites, qui
joignent les sommets homologues,

0J, A’H,, F'F’

se coupent également en un méme point, le point P.

Mainlenant les lignes qui joignent les sommets homologues des
triangles OA’A” et JH,H, passent également par ce point P et I'on en
conclut que I'on a nécessairement

H,H, pal‘alléle d A'A";

I'on a done aussi
H, H, paraliéle 4 C'C,

Considérons enfin la figure F"H,C'C'H,F'F*. Comme, dans cette

figure, on a
F’H, paraliéle & C'F’, paralléle & C"H;,

Hg ¢ » F'C', » H| F',
c'cr » H,H,,

nous y reconnaissons la fig. 41, qui au § 25 a servi & démontrer la loi
commutative de I’addition. Des raisonnements analogues 4 ceux que
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nous avons faits & cet endroit montrent gue 'on doit avoir

F'F” pavalitle b HH,,
-t que, par suite, I'on a nécessuirement aussi
F'F paralléle & A'AY,

ce qui fournit la démonstration complate de notre affirmation.
Pour démontrer la secoxoe formule de la loi distributive, nous em-
ploierons la fig. 45 toute différente. Dans cette figure, on a fait

1=0D, a = 0\, a=0BR, b=0G, c=0P,
ac=04), ac=0B, be = 0G',

et ainsi de suite, et V’on a

GH parallele & G'H', paralléle & la droite flxe OA,
AH » A'HY, » » 0B,
et enfin
AB paralléle & A'B,
BD » B' D',
DG » DG,
HJ » Hy,

Ce que nous avons affirmé revient & dire que I'on doit avoir néces-
saivement
I paralléle & D'Y,

Désignons les points respectifs ot BD et GD coupent la droite AH
par C et F, et les points respectifs oit B'D' et G'D’ coupent la droite
A'H’ par C et F'; enfin, menons les lignes auxiliaires FJ et F'J qui
sont tracées en pointillé sur la fig. 45.

Dans les triangles ABC, A'B'C’ les cotés homologues sont parallitles;
par conséquent, en vertu du théoreme de Desargues, les trois points
0, C, ' sont en ligne droite. De méme, la considération des triangles
CDF et C'D'F fait voir que O, F, F' sont en ligne droite, et celle des
triangles FGH et ¥'G’ H' nous fait aussi voir que 0, H, H' sont également
en ligne droite. Meintenant dans les triangles FHJ et F'H')' les droites
qui: joignent les sommets homologues passent par le méme point O et;
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par suite, en vertu de la seconde partio du théorems de Desargues, les
droites FJ et 'Y’ sont parallbles,

Fig. 45.

(a4-b)e = aec+ be.

Finalement la considération des triangles DFJ et D'F'J' montre que
les droites DJ et D'}’ sont paralltles; ce qui précisément démontre
complétement notre affirmation.

§ 27,

Equation de la ligne droite basée sur le nouveau caleul segmentairs.

Daus les 8§ 24-26 nous avons, au moyen des axiomes indiqués au
§ 24 et cn adoptant I'hypothise de I'exactitude du théoreme de
Desargues, introduit dans le plan un calcul segmentaire odi se vérifient
la loi commutative de 'addition, les lois associatives de I'addition et
de la multiplication et les deux lois distributives de cette derniére. Nous
nous proposons dans le paragraphe actuel de faire voir comment, en
s'appuyant sur ce caloul segmentaire, on peat obtenir une représen-
tation analytique des points et des droites dans le plan.

Dermrion, — Les deux droites fixes passant par le point O nous les
nommerons les axes X et Y el nous supposerons chaque point P du
plan déterminé par les coordonnées « et y que I'on obtient sur les
axes X et Y en menant par P des paralléles & ces axes. Ces segments
@, y sont dits les coordonnées du point P. En s'appuyant sur le nouvean
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calcul segmentaire et en invoquant le théorbme de Desargues I'on
obtient la proposition suivante :

Tatontme XXXIV. — Les coordonnées m, y des points d'une droite
~ quelconque vérifient toujours une équation segmentaire de la forme

azxr + by +-c==03

dans cette dquation, les segments a, b sont nécessairement derits A GAUCHE,
des coordonnées x, y; les segments a, b ne sont jamais nuls tous deuw, et
c est un segment quelconque,

Réciproguement, toute équation segmentaire du type derit ci-dessus
représente toujours une droite dans la Géométrie plane assignée,

Disonstrarion, — Supposons d’abord que la droite ! passe par O.
Soitensuite C un point déterminé de {, distinct de O, et soit P un point
quelconque de /. Svient OA, OB les coordonnées de C et @, y celles
de P. Désignons encore la droite qui joint les extrémités de 2 et de y
par g. Enfin par I'extrémité du segment 1 sur ’axe X menons 4 ABune
paraliele 2; cette parallele découpera sur 'axe Y un segment e (fig. 46).

Fig. 48.
y

De la seconde partie du théoréme de Desargues résulte clairement que
la droite g est toujours parallele & AB. Or, g étant aussi toujours pa-
ralléle & A, il en résulte que pour les coordonnées «, y du point quel-
conque P de / on a I'équation segmentaire

ex :-'::J't

Maintenant soit /' une droite quelconque de notre plan. Celle-ci
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découpe sur I'axe X un segmont ¢ = 00’, Menons ensujto par O lu
droite / paralldle i /; soit P’ un point queleconque de /; la paralitle i
Paxe X menée par le point P’ rencontre la droite /en P et découpe sur
P'axe Y un segment y = OB; enfin les paralléles mendes par P et P’ a
I'axe Y découpent sur I'axs X des segments = OA of a'= OA

(fig. 47).

Fig. 47

Nous nous proposons alors de démontrer que I'on a I'équation seg-
mentaire

w’: & 4 ¢,
A cet effet, menons O'C paralidle 4 la droite-unité, puis CD paralléle

i I'axe X et AD paralltle & I'axe Y; alors ce que nous avons affirmé
revient & dire que 'on a nécessairement

A’D parailéle & O'C,

Construisons encore le point I’ d'intersection des droites CD ot A’P'
et menons O'C’ parallele & I’axe Y,

Dans les triangles OCP et O'C'F’, les droites qui joignent les
sommets homologues étant paralleles, il résulte de la deuxieme pattie
du théoreme de Desargues, que I'on a nécessairement

CP paralléle a C'P';

de méme, la considération des triangles ACP et A'C’P’ montre que
Fona
AC parallele & A'CY,

Dans les triangles ACD et C'A’Q’ les cotés homologues étant paral-
Itles, les droites AC', CA’, DO’ devront se couper en un méme point,
et la considération des deux triangles C'A’D et ACO’ fait alors voir que -
A’D et CO’ sont paralléles.

H.

i
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Des deux équations segmentaires

e =y, alz=a e
que nous venons de trouver, résulte immédiatement I'équation
exr'=y -+ ¢,

Finalement, si nous désignons par » le segment qui, ajouté au
segment 1, donne le segment o, 'on tire de la dernitre équation, ainsi
qu'i! est facile de le démontrer, I'équation

ex'+ ny -+ nec—o '
qui est précisément de la forme énoncée par le théoréeme XXXV,

Nous reconnaissons maintenant sans aucune peine que la deuxienme
partie du théoreme XXXIV est ¢galement exacte; en effet, toute équa-
tion segmentaire assignée '

ax 4+ by—i-ezo

peut évidemment, lorsque on multiplie son premier membre par un
segment convenablement choisi, se mettre sous la forme

ex + ny -+ nec=o,

Remarquons enfin expressément, que dans nos hypothéses une
équation segmentaire de la forme

ra+yb+c=o,

oit les segments @, b sont écrits A proite: des coordonnées x, y, Nk repn-
SENTE PAS, en général, une droite,

Dans le § 30 nous ferons une importante application du théo-
reme XXXIV.

g 28.

L'ensemble des segments regardé comme un systéme numérique complexe.

On reconnait de suite que dans notre nouveau calcul segmentaire
établi au § 24, les théorimes 1-VI du § 13 sont vérifiés.
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Nous avons vu aux § 25 et 26, en invoquant le théortme de De-
sargues, que dans ce calenl segmentaire les rigles de ealeul 7-11 du
§ 13 sont également vérifiées; par suite, toutes les régles de caleul
ont lieu, abstraction faite de la loi commutative de la multiplication.

Enofin, pour rendre possible une distribution des segments, nous
adopterons la convention suivante : Soient A, B deux points quel-
conques non coincidents de la droite OE. Supposons que les quatre
points O, E, A, B se suivent, conformément & I'axiome 11, 4, dans un
certain ordre. Si c'est dans I'un des six ordres suivants :

ABOE, AOBE, AOEB, OABE, OAEB, OEAB,

nous dirons que le segment a==0A est plus petit que le segment
b = 0B, ce que l'on écrit ainsi

a< b,
Sic'esl, au contraire, I'un des six ordres suivants :

BAOE, BOAE, BOEA, OBAE, OBEA, OEBA

qui a lieu, nous dirons que le segment @ = OA est plus grand que le
segment b == OB, ce qui s'écrit ainsi

a> b,

Cette convention subsiste lorsque A ou B coincident avec 0 ou E; seu-
Tement I'on doit alors regarder les points coincidents comme un point
unique, el, par suite, il n'est plus question que de la distribution de
trois points,

Nous voyons maintenant sans peine que dans notre calcul segmen-
taire, conformément & I'axiome Il, les régles de calcul 13-16 du § 13
sont vérifiées ; par conséquent, I'ensemble de tous les diférents seg-
ments forme un systtme numérique complexe ol soxt vEmiFiges les
lois 1-11, 13-16 du § 13, c'est-4-dire TOUTES LES REGLES USUELLES, HORMIS
LA LOI COMMUTATIVE DE LA MULTIPLICATION ET LE THEOREME D'ARcHMEDE, Dans
ce qui suit nous désignerons, pour abréger, un paveil systtme numé-
rique sous le nom de systéme numérigue de Desargues,
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§ 29,

Construction d'une Géométrie de l'espace au moyen d'un systdme
numérique de Desargues.

Soit assigné maintenant un systéme numérique quelconque de De-
sargues D; CE SYSTEME REND POSSIBLE LA CONSTRUCTION D'UNE GEOMETRIE bE
L'espack ou Les Axtoxes I, II, I1T soxt Tous vimirits,

Pour le reconnaitre, regardons le systéme de trois nombres quel-
conques (@, ¥, 3) du systbme numérique de Desargues D comme un
point, et celui de quatre nombres quelconques (u2: ¢:w : r)de D, dont
les trois premiers ne sont pas simultanément nuls, comme un plan;
d'ailleurs les systénes (w:v:w:r) et (au:av:aw:ar), a désignant
un nombre quelconque de D différent de zéro, représenteront le méme

plan. L'équation
Uz +0y+-ws 4 r—o

exprimera que le point (@, y, 3) est situé dans le plan (u:¢:w:r).
Enfin, nous définivons la droite au moyen d’un systbme de deux plans
(a' 2o 200 :0'), (W19t a2 r"), & condition que I'on ne puisse dans D
trouver deux nombres @', a* diffévents de zéro, tsls que 1'on ait simul-

tanément
au=a"u, av=a", aw=au"

Un point (@, y, ) est dit situé sur la droite
[(u' sl r')’ (u": o I")]

torsqu'il est commun aux deux plans (¢, ¢',w/,7) et (4*,¢", 0", "),
Deox droites qui renferment les mémes points sont regardées comme
n'étant pas distinctes,

En appliquant les regles de caleul 1-11 du § {3 qui sont, par hypo-
these, vérifiées pour les nombres de D, nous arrivons sans peine i ce
résultat que, dans la Géométrie de I'espace que nous venons de con-
struire, les axiomes I et III sont tous vérifiés.

Afin gue les axiomes I1 de la distribution soient également vérifiés,
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nous adopterons les conventions suivantes : Soient

“(@y) .')’u 1)y (Zay s 51)y (4 Yy 25)
trois points quelconques sur une droite
[(a:0' 20/ s 0), (4" 1 00%50M)];

nous dirons alors que le point (2, yy, 5,) est situé entre les deux
autres lorsque 1’une au moins des six doubles inégalités suivantes :

(1) BBy Tyy &y > By > Xq,
(2) N<Y2<DVsr Y1>¥1>)y
(3) BBy By 5y >3y >3

est vérifice, |

Supposons, par exemple, qu'il en soit ainsi de I'une des doubles
inégalités (1), nous en concluons sans peine ou bien que la double
égalité y, =y, =y,, ou bien que I'une des doubles inégalités (2) a
nécessairement lien, ot de méme ou bien que la double égalité
3y = %y = 3;, ou bien que I'une des doubles inégalités (3) a nécessai-
rement lieu. En effet, si 1'on multiplie respectivement les premiers
membres des équations

Wi+ vy w g1 = o,
Wi Y- w1 =0
(£=1,3,3),

par des nombres de D convenablement choisis et si I'on additionne
ensuite les équations obtenues, 1’on pourra toujours trouver un YK~
teme d'équations de la forme |

Wit 0"y 4 1" =0
(¢ =1,3,3),

Ici, le coefficient ¢ est certainement différent de zéro : en effet, s’il en
était autrement, les trois nombres x,, ,, «, serajent égaux. De

on tire
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d'oit, en vertu de (4).

. w W om e . -
ST A3 I TR ol - At P L
d'ol

. Sow, & '
L “1;"'""3;\'"-“3;

et, comme ¢" n'est pasnul, nous aurons enfin

< e

REERL TR EY

duns toutes ces doubles inégalités, c’est toujours sans exception, soit
les signes supérieurs, soit les signes intermédinires, soit les signes
inférieurs qui ont lieu simultanément, |

Les considérations précédentes montrent que dans notre Géométrie
les axiomes linéaires I1, 1-4 de la distribution sont vérifiés. Il reste
encore & faire voir que 'axiome planaire II, 5 est également vérifié,

A cet effet, soient donnés un plan (u:e:w:r)et dans ce plan une
droite [(wteo:wir), (w:¢ ' :/)]. Convenons que tous les points
(®,y, 5) situés dans le plan (u:e::r), pour lesquels l'expression
W +vy -+ w's+ r est respectivement plus petite ou plus grande
que zéro, seront alors respectivement situés d’un cdté ou de Pautre
cdté de la droite en question. [l nous faudra donc démontrer que cotte
convention s’accorde avec celles qui ont é1é adoptées précédemment,
ce qui est facile & établir,

Nous reconnaissons ainsi que les axiomes I, 11, I sont tous vérifiés
dans cette Géométrie de I'espace qui provient de la manitre indiquée
du systeme numérique de Desargues D. Si nous réfléchissons que lo
théoreme de Desargues est une conséquence des axiomes 1, II, 111,
nous voyons que la proposition que nous venons d'énoncer est la réci-
proque exacte du résultat auquel nous sommes arrivés au § 28,

§ 30.

La portée du théoréme de Desargues.

Lorsque, dans une Géométrie plane, les axiomes I, 1-2; 1I; III sont
vérifiés et lorsque, en outre, il en est de méme du théortme de De-
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sargues, il est tonjours possihle, conformément aux § 24-28, d'intro-
duire dans cette Géométrie un caleul segmentaire oir les regles 1-11,
13-16 du § 13 sont applicables. Nous allons maintenant regarder
Vensemblo de ces segments comme un systeme numérigue complexe
ct au moyen de celui-ci nous édifievons, conformément aux dévelop-
pements du § 29, une Géométrie de I'espace oat les axiomes I, II, 111
sont tous valables,

Dans cette Géométrie de Vespace, si nous considérons exclusive-
ment les points (w,y, 0) et les droites sur lesquelles il n'y a pus
d’autres points que ceux-li, nous serons en présence d’une Géomélriv
plane, et si nous nous reportons i la proposition établie dans le
§27, il estclair que cette Géoémitrie plane doit coincider exactement
uvec la Géométrie plane proposéc an début. Nous arvivons de la sorte
au Théortme suivant qui doit étre regardé comme le terme final de
V'ensemble des développements de ce Chapitre V

Tukontme XXXV, — Nans une Géométrie plane, supposons que les
axiomes 1, 1-2; 11; 111 solent vérifiés : alors l'exactitude du thévréme de
Desargues est la condition nécessaire et suffisante pour que celte Geo-
wmelrie plane puisse étre regardée comme étant une pariie d’une Géomélrie
de U'espace ot les aziomes 1, 11, 111 sont tous venfics, '

Ainsi le théoreme de Desargues peut étre caractérisé pour la Géo-
métrie plane comme étant pour ainsi dire le résultat de Pélimination
des axiomes spatiaux,

Les résultats obtenus nous permettent de reconnaitre que toute
Géomatrie de I’espace, ot les axiomes I, 11, 11I sont tous vérifiés, peut
toujours étre regardée comme une partie d'unc « Géométrie i un
nombre quelconque de dimensions ». Par Géométrie & un nombre
queleconque de dimensions I'on doit ici entendre un eusemble de
points, droites, plans et aulres éléments linéaires, pour lesquels les
axiomes correspondants de I’association et de la distribution, ainsi
que P'axiome des parallvles, sont vérifiés,

it
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CHAPITRE VI,

LE THEORRME DE PASCAL.

§ 31.

Deux théordmes sur la possibilité de démontrer le théoréme de Pascal.

L'on sait que le théoreme de Desargues (théorsme XXXII) peut étre
démontré au moyen des axiomes |, I1, III, ¢’est-d-dire en faisant essen-
tliellement usage des axiomes spatiaux: dans le § 23, j'ai démontré
qu’il est impossible de démontrer ce théoréme sans invoquer les
axiomes spatiaux du groupe I ot sans les axiomes de la congruence 1V,
QUAND BIEN MEME L'ON FERAIT USAGE DE L'AXIOME D’ ARCHIMEDE,

Dans le § 14 nousavons déduit le théorbme de Paseal (théoreme XX1)
et par conséquent aussi, conformément au § 22, celui de Desargues,
des axiomes I, 1, 2; II-1V, c’est-d-dire en excluant les axiomes spatiaux
et en s’appuyant essenticllement sur les axiomes de la congruence. 1!
se présente donc la question suivante ¢+ Le TneortMe pE Pascar pEUT-1L
AUSSI ETRE DEMONTRE SANS INVOQUER LES AXIOMES DE LA CONGRUENCE? Notre
étude va nous montrer qu'a ce point de vue le théoréme de Pascal
s¢ comporte d’une maniére tout autre que le théortme de Desargues.
En effet, L'apoprion ou LE ReJET DE L'AX10ME D'ARcHmiioe dans la démons-
tration du théoreme de Pascal est la pierre de touche de I'exactitude
de cette proposition. Nous réunirons les résultats essentiels de nos
recherches dans les deux théorémes suivants :

Tutontue XXXVI. — Le théoréme de Pascal (théorbme XXI) peut
dtre démontre en se basant sur les azxiomes I, 11, 111, ¥, c'est-g-dire en

laissant de cOtc les axiomes de la congruence, et en invoguant I’ axiome
d' Arckiméde.

Tueonine XXXVII. — Le théoréme de Pascal (théorbme XXI) est m-
POSSIBLE & démontrer en se basant sur les axiomes 1, 11, 111, ¢'est-d-dire

-
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en laissant de cdté non seulement les axiomes de la congruence mais
encore celui d’ Archiméde.

Dans l'énoncé de ces deux théoremes, l'on peut, en vertu du
théorbme XXXV, remplacer les axiomes spatiaux I, 3-7 par ia condi-
tion planaire que le théoreme de Desargues (théoreme XXXI1) soit
vérifié,

§ 32.

La loi commutative de la multiplication dans un systéme numérique
archimédien.

Les démonstrations des théoremes XXXVI et XXXVII reposent essen-
tiellement sur certaines relations mutuelles relatives aux régles de
calcul et aux propositions fondamentales de I'Avithmétique ot qui
d'ailleurs, en elles-mémes, présentent un grand intérét. Enoncons
d’abard les deux propositions suivantes :

Tutontne XXXVIIL. — Dans un systéme numerigue arclimédien la lot
commutalive de la multiplication est ‘une conséquence nécessaire des
autres régles de caleul; c'est-a-dire qu'un systéme numerique possédant
les proprietés 1-11, 13-17 énumérées au § 13, il s'ensuit nécessairement
que ce systéme vérifie aussi la formule 12.

Dévoxstramion. — Remarquons d’abord ceci : Si 'on désigne par «
un nombre quelconque du systeme numérique et par

R=1—l~.,.41

un nombre entier rationnel positif, a et n vérifieront toujours la loi
commutative de la multiplication, En eflet

an=a(l+t14.,,.+1)=q. 14 a 14+...+ .1
=a+a+...-+a
et
na=(414+,...+1)e==t.a-+t.ad4...+1.a
=a+at...+a.

Supposons maintenant que, contrairement a notre affirmation, a, &

soient deux nombres du systtme numérique pour lesquels la loi com-
H. . 12
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mulative de la multiplication ne soit pas vérifiée, Nous pouvens alors,
comme il est facile de le voir, supposer que l'on ait

a>o, b > o, ab — ba > o.

lin vertu de la condition 6 du § 13 il existe un nombre ¢, (> 0), tel
(que
(@b 41)c=ab— ba.

Choisissons enfin un nombre & qui satisfasse en méme temps aux
inégalités
d> o, d<, d<<c,

et désignons par m et # deux nombres entiers rationnels, (20), tels
que P'on ait respectivement

md<<aZ(m-t1)d
et
nd<<bi(n+1)d.

L'existence de tels nombres m, n est une conséquence immédiate
du théorbme d’Archiméde (théoréme XVII du § 13). En se veportant
a la remarque faite au début de la démonstration actuelle, nous tirons
des derniéres inégalités, en les multipliant I’'ane par autre,

ab S madt+ (m + n 4+ 1)d?,
ba > mndl3,

et en retranchant I’une de I’autre ces derniéres

ab—bai(m -+ n+1)d.
Or
md < a, nid < b, d<,
el, par suite,
mt+nt)d<a+b41,

Clest-h-dire

ab—ba << (a4 b+1)d,
ou, puisque d < ¢,

ab—ba < (a+ b+1)e.

Cette inégalité est en contradiction avec la détermination du nombre ¢
et, par suite, le théortme XXXVIII est démontré.
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§ 33,

La loi commuiative de la multiplication dans un systéme numérique
non archimédien.

Tucontye XXXIX, — Dans un systéme numerique non archimedien lu
lor commudative de la multiplication X'est vAs une conséquence nécessaire
des autres régles de calcul; c'est-a-dire qu'il existe un systéme de nombres
que posséde les proprietés 4-11, 1316, énumérées au § 13, systeme nu-
mérique de Desargues d’apres le § 28, ot la loi commutative de la mufti-
Plication (12) x’est pas vérifice.

Dexoxstaatios. — Soit £ un paramétre et T une expression quelconque
comprenant un nombre de termes, fini ov infini, de la forme

T:-___-- "q‘”"{"' "1 tlH-L_{_ Iiazk-i‘!__,l_, ,-’llt+3+' .

olt ry(5£0), 1), 1y, ... désignent des nombres rationnels quelconques
et ol # est un nombre entier rationnel quelcongue 2o, Soit enfin 5 un
aulre parametre et S une expression queleconque, comprenant un
nombre de termes fini ou infini, de la forme

S :sInTo_}_sm-‘-"f‘ ot sm+lT2+. ‘e

olt Ty(s£0),T,,T,, ... désignent des expressions quelconques de Ia
forme T et ol m est un nombre entier rationnel quelconque 2o, Nous
regarderons 'ensemble de toutes les expressions de la forme S comme
un systéme numérique complexe 22(s,t) ol nous conviendrons des
regles de culcul suivantes : L'on opérera sur s et £, comme sur des
paramétres d'aprés les vegles 7-11 du § 13, tandis quau lieu de Ja
regle 12 ’on appliquera toujours la formule

(1) ls == & 5t

Soient maintenant S’ et 8" deux expressions quelconques de la

forme S
S' s T - s T g™t T -,

Sﬂ:s”'vrr;+sm'+‘aln!;+smr+’r ;_{_"..

L’on peut évidemment en les réunissant former une nouvelle expres-
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sion 8’4 8, ayant aussi la forme S et qui est aussi déterminge d'unc
maniére univoque. Cette expression S'--S* sera dite la somume dos
nombres représentés par §'et S”,

En multipliant terme & terme les deux expressions $, §° nous
obtiendrons en premier lieu une expression de la forme

88 = S""T'ﬂ 3"'"]‘; - (sm"l‘:, S +4 T'; - g T-1 sm'rlv; )
o (T 1T e s T ST L st gt g )

+l04‘

Cette expression, en employant la formule (1), devient évidemment
une expression de la forme 8, déterminée d'une manitére univoque; on
la nommera le produit du nombre représenté par S’ par le nombre
représenté par S”.

Ces regles de caleul une fois posées, l'exactitude des rigles §-5
du § 13 devient évidente. Il n'est pas non plus diflicile de vérifier
I'exactitude de 'énoncé 6 du § 13. A cet effet, sojent

S' = s Ty 4 oW+ T e gt Ty,
8" = g T 4 s e s

deux expressions données de la forme S et supposons que, conformé-
ment & nos conventions, le premier coefficient |, dans T soit différent
de zéro. En comparant les mémes puissances de s dans les deux
membres d'une équation

(2) §'8" = 8",

Fon trouve d’abord comme exposant un nombre entier m” déterminé
d’'une manitre univoque; puis une succession d’expressions

T, T, T,
telles que 'expression

8%z g e HITT o g0

verifie I'équation (2) quand on emploie la formule (1); la démonstra-
tion demandée est ainsi effectuée.

Finalement, pour rendre possible la distribution des nombres de
notre systeme numérique Q(s, ¢ ), nous adopterons les conventions sui-
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vanles : Un nombre du systtme sera dit << ou > o selon que, dans
V'expression S qui le représente, lo premier coefflcient r, de T, est <
o > o, _

Si I'on assigne deux nombres quelconques @ et b du systime numé-
vigue complexe, I'on dira que @ < b on 2 > b selon que 1'on & respee-
tivement @ — & <o ou > o,

Il est elair qu'en adoptant ces conventions les rigles 13-16 du § 13
sont vérifiées, c'est-d-dire que R(s, ¢) est un systeme numérique de
Desargues (comparer le § 28).

L'énoncé 12 du § 13, comme le montre I'équation (1), N'EsT pas
vérifié dans notre systéme numérique complexe 2(s,¢), et Ion voit
ainsi que le théoreme XXIX est parfaitement exact,

Conformément au théoréme XXXVII, le théortme d'Arvchiméde
(théoreme XVH du § 13) n’est pas vérifié dans le systéme numérique
(s, t) que nous venons de construire,

Nous devons encore faire ressortir ce fait que le systeme numérique
Q(s, ), de méme que les systémes numériques £ et 2(¢) employés
au§ 9 et au § 12, renferme seulement un ensemble dénombrable de
nombres.

§ 34.

Démonstration des deux théorémes relatifs an théoréme de Pascal
(Géométrie non pascalienne).

Lorsque dans une Géométrie de ['espace les axiomes I, I, [l
sonl tous vérifiés, il en est de méme du théoreme de Desargues
(théoreme XXXII) et, par suite, il est possible, conformément au
Chapitre V, § 24 4 § 26, d'introduire duns cette Géométrie un caleu!
segmentnire ol les énoncés 1-11, 13-16 du § 13 sont également véri-
fiés. Maintenant, si nous admetlons encore dans notre Géomélrie
I'axiome V d’Archimide, il est évident que le théoreme d'Archimede
(théoreme XVII du § 13) aura lieu dans le calcul segmentaire en
question et que, parsuite, la loi commutative de la multiplication auru
¢galement licu en vertu du théoreme XXXVIII, Mais comme la défini-
tion du produit de deux segments dont il est ici question et qui a été
introduite au § 24 (fig. 4o) coincide avec la définitiondu § 15 (fig. 21),
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la loi commutative de la multiplication de deux segments n'est pas
autre chose que le théorkme de Pascal. On reconnait ainsi I'exactitude
du théoréme XXXVI1,

Pour démontrer le théorbme XXXVII, considérons le sysléme nu-
métique de Desargues Q(s, ¢) introduit au § 33 et construisons i I'aide
de ce systtme, de la manitre décrite au § 29, une Géométrio do Pes-
pace, oitles axiomes I, II, 11 sont tous vérifiés, Mais le théoreme de
’ascal ne sera pas vérific dans cette Géométrie, car la loi commutative
de la multiplication n’a pas lieu dans le systbme numérique de De-
sargues Q(s, ¢). La Géométrie « non pascalienne » ainsi édifiée est
nécessairement, aussi, en vertu du théorbme XXXVI démontré 4 I'ins-
tant, une Geomeltrie « non archimédienne ».

I est évident qu’en adoptant les hypotheses que nous avons faites,
on ne peut pas non plus démontrer lo théorbme de Pascal, quand on
vegarde la Géométrie de I’espace comme étant une partie d'une
Gtométrie 4 un nombre yuelconque de dimensions, ol d cité des
points, droites ct plans se présentent encore d’autres éléments linéaires
pour lesquels il y 2 un systéme correspondant d'axiomes d’association
et de distribution joint & I'axiome des paralléles,

§ 35.

De la démonstration d'un théoréme quelconque relatif & des points
d'intersection au moyen des théorémes de Pascal et de Desargues.

Toute proposition relative & des points d'intersection dans le plan
a néeessairement la forme suivante : On choisit d’abord un systéme
de.points et de droites arbitraires satisfaisant respectivement i fa con-
dition que certains points soicnt sur certaines droites. Quand on
construit alors de la maniere connue les droites de jonction et les
points d'intersection, on finit par obtenir un systeme de trois droites
dont le théoreme nous dit gu'elles se rencontrent en un méme
point,

Supposons maintenant qu’on donne une Géométrie plane oi les
axiomes I, 1-2, IV soient tous vérifiés; nous pouvons alors, d'aprés
le Chapitre 111, §17, au moyen de deux axes rectangulaires, faire cor-
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respondre & tout point un couple de nombres (z, y), et i toute
droite un rappurt de trois nombres (u:viw). Ici 2, y, «, v, wsont tous
des nombres nkeLs, « et v n'étant pas tous deux nals, et la condition
gui exprime quun point est sur une droite

UL vy + w=0

est une équation au sens habituel de ce mot. Réciproguement, x, y,
5, u, v, w désignant des nombres du domaine algébrique Q construit
au §9 el « et v n’étant pastous deux nuls, nous pouvons certainement
admetire que le couple de nombres (a, y) et lo triple de nombres
(uiviw) fournissent respectivement un point et une droite de la Géo-
métrie assignée,

Si, pour tous les points et droites qui se présentent dans un théo-
réme planaire quelconque relatif i des points d'intersection, on intro-
duit les couples et les triples de nombres en question, ce théoreme
énoncera qu'une certaine expression A(py, psy ..., p.), dépendant
ationnellement de certains paramétres p,, p,, ..., p, et dont les coef-
ficients sont réels, s'évanouira toujours, pourvu qu'au licu de ces para-
metres, nous introduisions des nombres guelconques du domaine
considéré au § 9. Nous en concluons que 'expression A(p,s ..., p,),
en vertu des régles de calcul 7-12 du § 13, doit aussi s’évanouir iden-
tiquement.

Le théoreme de Desargues étant, conformément au § 22, vérifié dans
la Géomeétrie assignée, nous pouvons certainement faire usage du
calcul segmentaire introduit au § 24, et comme le théoreme de Pascal
y est également vérifié, la loi commutative de la multiplication I'est
aussi, en sorte que dans ce calcul segmentaire les regles de caleul 7-12
du § 13 sont toutes vérifiées.

Si nous prenons comme axes dans ce nouveau calcul segmentaire
les axes employés ci-dessus, en choisissant d’une maniére convenable
les points unités E et E', nous voyons que le nouveau caleul segmen-
taire n’est autre que le calcul au moyen de coordonnées employé au-
paravant.

Pour démontrer que, dans le nouveau calcul segmentaire, I'ex-
pression

Apy ooy pr)
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s'évanouit identiguement, il suffit d'appliquer les théortmes de De-
sargues et de Pascal et I'on reconnait que :

TouTs PROPOSITION RELATIVE A DES POINTS D'INTERSECTION DANS LA GEOMETRIE
ASSIGNEE DOIT TOUJOURS NECESSAIREMENT SE PRESENTER AU MOYEN DE POINTS ET
DROITES AUXILIAIRES COMME UNE COMBINAISON DES THEOREMES DE DESARGUES Et
b Pascar. Par conséquent, pour démontrer I'exactitude d'un théortme
relatif & des points d'intersection, Xous X'avoxs pas sesoiv d'invoquer
les théoremes de congruence,

st g il S

CHAPITRE VII.
LES CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES REPOSANT SUR LES AXIOMES I-v

§ 36.

Les construotions géométriques au moyen de la régle et
du transporteur de segments. '

Soit assignée une Géométrie del'espace oii les axiomes -V sont tous
vérifiés ; pour plus de simplicité, nous considérerons seulement dans ce
Chapitre une Géométric plane faisant partie de cette Géométrie, et nous
¢tudicrons la question de savoir quelles sont les construetions géo-
métrigues élémentaires que l'on peut eflfectuer dans une telle Géo-
métrie.

En se basant sur les axiomes | la résolution du probleme suivantest
toujours possible :

Propriye I. — Joindre deux points par une droite et trouver le point
d’intersection de deux droites, lorsque ces dernitres ne sont pas paral-
leles,

I'axiome II rend possible la résolution du probleme suivant:

Proprizng II. — Parun point donné mener une parallble i une droite
donnée.
En se basant sur les axiomes de la congruence IV le transport des
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segmonts et des angles est possible, ¢’est-d-dive que F'on peut, dans la
Géométrio assignée, résoudre les problémes suivants :

Prosiing 111, — Porter sur un segment donné & partir d'un point
donné un segment donné.

Prosiime IV, — Porter un angle donné le long d’une droite donnée,
c'est-i-dire construire une droite coupant une droite donnée sous un
angle donné.

Il n’est possible de résoudre aucun nouveau probleme en se basant
sur les axiomes des groupes Il et V; et I'on voit ainsi qu’en employant
exclusivement les axiomes I-V on peut résoudre tous les problimes
de construction qui sont réductibles aux problemes I-IV, et ceux-li
seuls.

Auvx problemes fondamentaux 1-IV nous adjoindrons encore le
suivant :

Prosuiue V. — Elever une perpendiculaire i une droile donnée.

Nous voyons immédiatement que ce probleme V peut étre résolu de
diverses manitres au moyen des problemes I-1V.,

Pour résoudre le probleme I, nous avons besoin de la steLe. Un
instrument servant & résoudre le probléme III, c'est-a-dire & trans-
porter un segment sur une droite donnée, nous le nommerons un
TRANSPORTEUR DE sEGMENTS. Nous nous proposons maintenant de démon-
trer que les problemes I, IV et V peuvent étre ramenés & la résolution
des problémes I et 11l et que les problemes 1.V sont tout résolubles
uniquement au moyen de la régle et du transporteur de segments.
Nous arriverons donc au résultat suivant

Tutontye XL. — Les problémes de constructions géometriques qui sont
résolubles en employant exclusivement les axiomes 1-V sont nécessaire-
ment possibles a résoudre uniquement au moyen de la régle et du trans-
porteur de segments,

Déxoxstratiox. — Pour ramener le probleme II aux probléemes [ et
III joignons le point donné P ( fig. 48) & un point A quelconque de l a
droite donnée et prolongeons PA au dela de A d’une longueur AC égale
3 PA. Joignons alors C & un point quelconque B de la droite donnée ot

H. 13
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prolongeons CB au deld de B d'une longueur BQ égale & CB; Ia
dreite PQ est la paralléle cherchée.

N
\

(H

Nous résoudrons le probleme V de la maniere suivante : Soit A
(fig. 49) un point quelconque de la droite donnée; portons alors sur

Fig. 49.

cette droite & partir de A et de chaque coté de ce point deux segments
égaux AB et AC et déterminons alors sur deux autres droites quel-
conques issues de A les points E et D, tels que les segments AD et AE
soient égaux aux scgments AB et AC. Les droites BD et CE se coupe-
ront en un certain point F et les dvoites BE et CD en un autre point H;
FH alors seva la perpendiculaire cherchée. En effet, les angles < BDC
¢t <{ BEC étant des angles inscrits dans la demi-circonférence de dia-
metre BC sont des angles droits, et par suite, en vertu du théoreme
sur le point d'intersection des hauteurs d'un triangle, ici le
triangle BCF, FH sera également perpendiculaire 2 BC.

Nous pouvons maintenant résoudre sans peine le probleme 1V,
simplement en menant des drojtes et en transportant des segments.
Nous emploierons la méthode suivante, ot I'on n'a qu'a mener des
paralliles et élever des perpendiculaires : Soit B V'angle qu'il s'agit de
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transporter et soit A son sommet (fig. 50). Par le point A menons
une droite / parallele & la droite donnée le fong de laguelle nous
devons transporter 'angle §. D'un point quelconque B de 1'un des
cotés de I'angle B abaissons des perpendiculaires sur I'autre coté de
I'angle 3 et sur ladroite /.

Fig. bu,

Soient 1 et C les pieds de ces perpendiculaires. La construction de
ces perpendiculaires se fait au moyen des problemes II et V. Menons
ensuite du point A une perpendiculaire & CD, et soit E son pied.
D'aprés la démonstration du § 14, on aura <{CAE=f; le pro-
bleme IV est donc ramené aux problemes 1 et 11l et, par suite, le
théortme XL est parfaitement démontré,

g 37.

Représentation analytique des coordonnées des points
que l'on peut construirs.

Outre les problemes de Géométrie élémentaire traités dans le § 36,
il y a encore une nombreuse série de problemes dont la solution re-
pose exclusivement sur le tracé de droites etle transport de segments,
Afin d'embrasser d'un coup d'eil le domaine de tous les problemes
résolubles de cette maniére, prenons comme base des considérations
que nous allons exposer un systéme de coordonnées rectangulaires,
et supposons que les coordonnées des points soient, comme d'habi-
tude, représentées par des nombres réels ou des fonctions de certains
paramétres arbitraires. Pour répondre & la question relative i Ia tota-
lité des points susceptibles d’étre construits, nous emploierons les
considérations suivantes :

Soit donné un systtme de points déterminés; avec les coordonnées

DS FI { S L PR T
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de ces points nous composerons un domaine R; ce domaine contient
certains nombres réels et certains parambtres arbitroires p. Considé-
rons alors 'ensemble de tous les points susceptibles d’étre construits
en tirant des droites et en (ransportant des segments déterminés
an moyen du systéme assigné de points. Le domaine formé par les
coordonnées do ces points sera nommé Q(R); ce damaine renferme
certains nombres réels et certaines fonctions des paramétres arbi-
traires p.

Nos considérations du § 17 montrent que le tracé de droites et de
paralleles revient analytiquement i P'application de 'addition, multi-
plication, soustraction ou division de segments. Ensuite la formule
connue relative & une rolation, exposée au § 9, enseigne que le trans-
port de segments sur une droite quelconque ne nécessite aucune
opération analylique autre que I’extraction de la racine carrée d’'une
somme de deux carrés dont on a déja construit les bases. Réciproque-
ment, on peut tonjours, d’apris le théoréme de Pythagore et au moyen
d'un triangle rectangle, construire la racine carrée d’une somme de
deux carrés segmentaires en transportant simplement des segments,

De ces considérations résulte que le domaine Q(R) renferme les
nombres réels et les fonctions des paramétres p, et ceux-la seulement
qui proviennent des nombres et paramétres de R au moyen d'un
nombre fini d’applications des cing opérations, & savoir les quatre
opérations élémentaires auxquelles nous ajoulerons, comme cin-
quieme opération, l'extraction de la racine carrée d'une somme de
deux carrés. Nous énoncerons ce résultat ainsi :

Tugoneme XLI. — Un probleme de construction géométrique est
vésoluble par lo tracé de droites et le transport de segments, c'est-
ia-dire an moyen de Ja végle et du transporteur de segments, au seul et
unique cas o, dans la solution analytique du probleme, les points
cherchés sont des fonctions des coordonnées des points donnés dont
I'expression n’exige que des opérations rationnelles ot de plus |'opé-
ration de l'extraction de la racine carrée d'une somme de deux carrés,

Ce théoreme nous montre immédiatement que tout prohleme réso-
luble & I'aide du compas ne I'est pas forcément quand on ne se sert que
de la régle et du transporteur de segments. Pour le voir, considérons
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la Géométrie que nous avens édifiée au § 94 P'aide du domaine numé-
rique algébrique ; dans cette Géomaétrie, il n'y a que des segments
susceptibles d'dtre construits au moyen de la régle et du transporteur
de segments, i savoir les segments déterminés par les nombres du
domaine Q. |

Soit © un nombre quelconque de Q; la définition du domaine Q
nous montre que tout nombre algébrique conjugué de o doit aussi
faire partie de Q, et, puisque les nombres du domaine £ sont évidem-
ment tous réels, il en résulte que le domaine  ne pout contenir que des
nombres réels algébriques dont les conjugués sont également réels.

Proposons-nous maintenant le probleme qui consiste & construire
un triangle rectangle d’hypoténuse égale & 1, et dont I'un des cotés
de V'angle droit soit égal & |y2|—t. Or le nombre algébrique

V2|v2| - 2, qui exprime la valeur numérique de l'autre coté de
I'angle droit, n’est pas contenu dans le domaine numérique £, car

son conjugué \/ —2|ya| — 2 se trouve étro imaginaire. Le probléme
proposé n'est donc pas résoluble dans la Géométrie assignée et ne
peut donc pas étre résolu au moyen de la régle et du transporteur de
segments, bien que la construction en soit immédiatement possible
au moyen du compas.

g 38,

Représentation des nombrss algébriques et des fonctions rationnelles
entiéres comme sommes de carrés.

La question de la possibilité des constructions géométriques i
Paide de la régle ef du transporteur de segments nécessite, pour étre
traitée plus complétement, quelques théoremes d'un caractére arith-
métique et algébrique, qui me semblent présenter, par eux-mémes,
un grand intérét,

On sait, depuis Fermat, que tout nombre entier rationnel positif

peut étre représenté comme somme de quatre carrés. Ce théortme
de Fermat admet la remarquable généralisation suivante :

Dérmitiox. — Soit £ un corps de nombres quelconques; soit m le
degré de ce corps &; désignons par ¥, &7, ..., £™" les m—1 corps
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conjugués de &, Parmi les m corps &, &, ..., &™), ¢'il s'en présente
un ou plusieurs composés de nombres tous réels, nous nommerons
ces corps des corps réels; supposons que eo soient, par exemple, les
corps £, &, ... £, Un nombre ¢ du corps 4 est alors dit totalement
posttsf dans k, quand les s nombres conjugués & « respectivement con-
tenus dans &, &, ..., -V sont tous positifs, Au contraire, 8'il se
présente aussi des nombres imaginaires, dans chacun des m corps #,
&, oy K=Y, chaque nombre « dans 4 sera toujours dit totalement
positif.

Tuconene XLIL — Tout nombre totalement positif dans k est repre-
sentable comme somme de quatre carrés dont les bases sont des nombres
entiers ou fractionnaires du corps k. |

La démonstration de ce théoréme présente des difficultés considé-
rables; elle repose essentiellement sur la théorie des corps relati-
vement quadratiques que jai développée dernierement dans plu-
sieurs travaux ('), Je ne citerai ici que le théoreme de cette théorie
qui assigne les conditions nécessaires pour qu'on puisse résoudre
I’équation ternaive de Diophante de la forme

aft+ B+ yit=o,

odi les coefficients «, B, y sont des nombres donnés de £ et ol £, 1, {
désignent des nombres cherchés de 4. La démonstration du théo-
reme XLIl se fait au moyen de V'application réitérée du théortme
précédent,

Du théortme XLII découle une suite de propositions relatives i
la représentation des fonctions rationnelles d'une variable & coefli-
cients rationnels, qui ne prennent jamais de valears négatives, Je ne
cilerai que le théortme suivant, qui nous sera utile dans les para-
graphes suivants :

Tueoréwe XLUI, — Désignons par f(«) une fonction entitre ration-
nelle de -, dont les coefficients sont des nombres rationnels et qui ne

[r—

(1) Ueberdie Theorie dor relativ-quadratischen Zahlkdrper (Jahresbericht d. Deutschen
Math. Pereinigung, 1. V1, 1899, ot Math. Annalen, 1. LY); enfin : Usber die Theorie der

relativ-abelschen Zahlkorper (Nachr, d, K. Ges. d. Wiss, zu Géltingen, 18g8).
(D. Husrar.)
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prond jamais des valeurs négatives quand on donne & x des valeurs
réelles quelconques. Cela posé, f(2) est toujours représentable comme
quotient de deux sommes de carrés dont toutes les bases sont des
fonctions entidres rationnelles de @ i coefficients rationnels.

Demonstramion, — Désignons par m le degré de la fonction assignéc
S(@); ce degré doit étre évidemment toujours pair, Dans le cas m = o,
¢'est-b-dire quand /() est un nombre rationnel, I'exactitude du théo-
reme XLIII est une conséquence immédiate du théoreme de Fermat
sur la représentation d’un nombre positif comme somme de Quatre
carrés. Supposons maintenant que le théortme ait été démontrd pour
les fonctions de degré 2, 4,6, ..., m— a, ot démontrons alors qu'il
a encore lieu pour le cas d'une fonction de degré rm, ainsi qu’il suit :

Considérons d'abord rapidement le cas ot f(x) est décomposable
en un produit de deux ou plusicurs fonctions entitres de z b coeffi-
cients rationnels. Supposons que p () soit une telle fonction contenue
dans f() et qui ne soit pas elle-méme décomposable en un produit
de fonctions entidres & coefficients rationnels; alors, du caractere
défini que nous avons attribué & la fonction () résulte que le fac-
teur p(a) se présente dans f(«) élevé b une puissance paire, ou bien
qu'il est lui-méme défini, c’est-b-dire que c’est une fonetion qui, pour
les valeurs réelles de @, ne prend jamais une valeur négative, Dans le

premier cas, le quotient f/{((:—))]?’ dans le second, p(=), ainsi que
S(z)

o(z)’ sont des fonctions définics, et ces fonctions ont un degre

: ot , S(z) emi
pair <Cm. Par suite de notre hypothése, ()T dans le premier cas,
ot p(a) ainsi que ﬁ“:‘";‘ dans le sccond, sont donc représentables

comme quotients de sommes de carrés de la nature indiquée dans le
théoréme XLIII, et, par conséquent, dans les deux cas, la fonetion
J(@) admet aussi la représentation demandée.

Considérons maintenant I'bypothese oir /() ne peut pas étre dé-
composé en un produit de deux fonctions ontikres i coefficients ration-
nels. L'équation f(9)=o définit alors un corps de nombres algé-
briques 2(S) de degré m qui est imaginaire, ainsi que tous sos corps
conjugués. Puisque, d’aprés ladéfinition qui précbde le théoreme XL,

o

Vol i

ot i

L LT A



102 : b. HILBERT.

tout nombre situé dans £(%) et, par suite aussi, en particulier le
nombre — 1 est totalement positif dans #(9), il y aura, d'aprés lo
théoréme XL1I, une représentation du nombre — 1 par une somme de
quatre carrés de certaing nomhres de £(%): soit, par exemple,

(1) —1z=al+4 B4 140,

« B, y, ¢ étant des nombres entiers ou fractionnaires de A(3).

Posons
e e e L T =9(3),

B=byFm—t g hyIma g b= 4(9),
Y= QI It o ey = (),
§ = dy IV IV ey = p(T);

iCH @)y gy vvvy @y v ndyy dyy oo, dy, désignent des coefficients numé-
riques rationnels et (), ¢(3), %(5), p(2) les fonctions rationnelles
entieres en question de degré (m —~ 1) en 9,

Envertude (1) on a

U+ [9(R)+ [H (P + [1(NF+ [p(2)] =0,

et, en ayant egard & I'irréduetibilité de I'équation f{x) = o, on voit
que l'expression

Fla)=1+[9(2)] + [{(2)] + [¢ ()] + [p(2)]

représente nécessairement une fonction entitre rationnelle de a, divi-
sible par /(). F(x) est évidemment une fonction définie de degré

(2m — 2) ou de degré moindre, et par conséquent le quotient fﬁ } st

une fonction définie de degré (m — 2) en @ ou de degré moindre,

h coefficients rationnels. Par suite, en ayant égard i notre hypothbse,

.l'ff ; est représentable comme le quotient de deux sommes de quatre

carrés de la nature indiquée dans le théoreme XLIII et, comme F(z)
méme est une somme de tels carrés, il en résulte que f(a) aussi est
nécessairement le quotient de deux sommes de carrés de la nature
indiquée dans le théorbme XLIII. Nous avons ainsi complélement
démontré le théortme XLII,

[l serait peut-étre trbs difficile d'établir et de démontrer les propo-
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sitions analogues pour des fonctions entieres rationnelles de deux ou
plusieurs variables; jo me bornerai & remarquer que j'ai démontré
d"une maniére tout & fait différente la possibilité de représenter une
fonction entitre rationnelle définie quelconque de deux variables
comme quotient de sommes de carrés de fonctions entiéres, en suppo-
sant que les fonctions représentantes puissent avoir des coefficients
non seulement rationnels, mais encore réels quelconques (*),

§ 39,

Griterium de la possibilité d'effectuner les constructions géométriques
au moyen de la régle et du transporteur de segments.

Etant donné un probléeme de construction géométrique qui soit réso-
luble su moyen du compas, nous nous proposerons maintenant de
rechercher un criterium qui nous permettra de décider, au moyen de
la nature analytique du probleme et de ses solutions, si la construction
en est possible en se servant uniquement de la régle et du transpor-
teur de segments. Cette recherche nous conduit au théortme suivant :

Tutontue XLIV. — Etant donné un probléme de construction géome-
trique tel que dans la solution analytique de ce probléme on puisse
trouver les coordonndes des points cherchés en se servant uniguement
d’apérations rationnelles et d'extractions de racines carrées, portant sur
les coordonnées des points donnés, soit n le nombre minimum de racines
carrdes qui suffisent ¢ {'évaluation des coordonnées ; pour que le probléme
de construction proposé puisse étre résolu uniguement en tirant des droites
el e {ransporiant des segments, il est nécessaire et suffisant que le pro-
bléme géométrique ait evactement 2" solutions réelles, e cela POUr TOUTES
les positions des points donnés, ¢'est-a-dire pour voutEs les valeurs des pa-
raméires arbitraires qui se présentent dans les coordonnées des points
donnés,

DesonstraTioN. — Nous démontrerons ce théoreme XLIV exclusive-

——

(¥) Uebor terniive dafinite Formen ( Acta mathematica, |, XViDh.
H, 14
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ment dans le cas ol les coordonnées des points donnds sont des
fonctions rationnelles & coefficients rationnels d’ux paramétre p.

La nécessité du criterium énoncé est évidente. Pour démontrer que
le criterium est sufflsant, supposons-le vérifié et considérons alors
parmi lesa racines carrées celle qui, dans 1’évaluation des coordonnées -
du point cherché, deit étre extraite LA preMiRe, L'expression sous le
radical en question est une fonction rationnelle /,(p) & coefficients
rationnels du paramétre p; cette fonction rationnelle ne pourra prendre
de valeurs négatives pour aucuns valeur réelle du paramétre p; sinon
le prohleme pourrait, pour certaines valeurs de p, avoir des solutions
imaginaires, ce qui serait contraire i I'hypothése, 1l résulte donc alors
du théoréme XLIII que f,(p) est représentable par un quotient de
sommes de carrés de fonctions rationnelles entibres,

Maintenant les formules

Vai+ b+ o=y (/at + 67) + ¢, .

Var e B di=V(ya'+ b ¢ ) - ot

lllll LK I B BTN I B I B N I BB N Y B B N N R BN RN R R RN R )

font voir que lextraction de la racine carrée d'une somme d'un
nombre quelconque de carrés peut toujours se ramener i 1'extraction
réitérée de la racine carrée d'une somme de deux carvés,

En joignant cette observation aux résultats précédents, on recon-

nait que l'expression y/f,(p) peut étre construite & l'aide de la rigle et
du transporteur de segments,

Considérons maintenant, parmi les » racines carrées, celle qui
dans I'évaluation des coordonnées du point cherché doit étre extraite
L DeuxitxE, L'expression sous le radical dont il est alors question est

une fonction rationnelle £,(p, y/;) du paramétre p et de la racine
carrée considérée en premier lieu; cette fonction /; n'est pour aucune

valeur paramétrique réelle p, ni pour aucun des deux signes de \/f,
susceptible de valeurs négatives, sinon le problome assigné pourrait,
pour certaines valeurs de p, admettre parmi ses 2" solutions des solu-
tions imaginaires, ce qui serait contraive a 'hypothése. De 13 résulte
que f, doit vérifier une équation quadratique de la forme

Ji—=ap) it di(p) =0
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ol g, (p) et §, (p) sont nécessairement des fonctions rationnelies de p,
4 coefficients rationnels, qui pour des valeurs réelles de p ne prennent
jamais des valeurs négatives. De la dernitre équation quadratique on

tire
LA,
e1(p)

Or, en vertu du théoréme XLIII, les fonctions ¢,(p) et ¢, (p) doivent
étre des quotients de sommes de carrés de fonctions rationnelles et,
d’autre part, I'expression f; est, d'aprés ce qui préctde, susceptible
d’étre construite au moyen de la régle et du transporteur de segments;
F'expression trouvée pour /; montre done que f; est un quotient de
sommes de carrés de fonctions que I'on sait aussi construire, Par con-
séquent, J’expression //; est également susceptible d'étre construite
au moyen de la rdgle et du transporteur de segments.

De méme que l'expression £, toute autre fonction rationnelle
9:(p, /i) de p et de \/f, est également un quotient de deux sommes
de carrés de fonctions que l'on sait construire, pourvu que cette
fonction rationnelle ¢, jouisse de la propriété de ne jamais prendre de
valeurs négatives pour des valeurs réelles du paramétre p et pour les
deux déterminations de 7.

Cette remarque permet de réitérer le procédé de déduction employé
jusqu’ici, de la manitre suivante :

Soit £, (p, Vfis Vf2) une expression dépendant rationnellement des
trois arguments p, v/f;, y/;, et dont la racine carrée, dans I'évaluation
analytique des coordonnées des points cherchés, doit étre extraite 14
Troisiéme. Comme précédemment, nous concluons que £, ne prendra de
valeurs négatives pour aucune valeur réclle de p et pour ancune des
deux déterminations de y/f; et y/f;; ce fait montre encore que /£, doit
vérifier une équation quadratique de la forme

Ji— ‘Pt(P! Vs \/ﬁ)fa+¢:(ﬁ: Vs Vﬁ) =0,

oll ¢, et P, désignent des fonctions rationnelles de p et de \7; et v/}
qui, pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des deux détermi-

nations de \f; et de v/, ne peuvent prendre des valeurs négatives. Or,
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puisque 9, et {,, d'aprés une remarque précédente, sont des quo-
tients de deux sommes de carrés d’expressions que I'on sait construire,
il s’ensuit qu'il en est de méme do I’expression

— Ji+ '{‘!(P:_.\[fl:_\/f;)
?:(Pn \/fu vifs)

et que, par conséquent, v/f; est également susceptible d'étre construit
au moyen de ln régle et du transporteur de segments,

L'itération de cette méthode de raisonnement conduit & la démon-
stration du théortme XLIV dans le cas envisagé d'c~ paramétre,

L'exactitude du théoreme XLIV dans le cas général dépend de la
question de savoir si le théoréme XLIM peut étre étendu d’une manidre
analogue au cas de plusieurs variables,

On peut, comme exemple de V'application du théoréme XLIV, con-
sidérer les polygones réguliers qui sont susceptibles d'¢tre construits
A I'aide du compas, Dans ce cas, il ne se présente pas de parambtre
arbitraire p, et les expressions que I'on doit construire veprésentent
simplement toutes des nombres algébriques, On voit sans peine que
le criterium du théoréme XLIV est rempli et l'on reconnait, par suite,
que tous ces polygones réguliers peuvent étre construils en se servant
uniquement de la régle et du (ransporteur de segments, — résultat
que l'on pourrait d'ailleurs tiver directement de la Theorie de la division
du cercle ( Kreisthedung).

En ce qui concerne les autres problemes de construction connus de
la Géométrie élémentaire, je me hornerai & dire ici que le probleme de
Malfatti peut étre vésolu en ne se servant que de la régle ct du trans-
porteur de segments, tandis qu’il n’en est pas de méme du probleme .
de contacts d’Apollonius.

3

Conclusion ('),

Le précédent Travail ne traite essentiellement que les problemes de
la Géométrie euclidienne, c’est-a-dire qu’il n'y est discuté que les
questions qui se présentent quand on admet 'exactitude de I'axiome

(*) A partir d'iei jusqu'au Tableau do la page 208, lo texte est onlitrement nouveau
¢t n'exislo pas dans I'édition allemande. ( Le Traductour.)



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE, 107

des paralléles. Il n'en est pas moins important de discuter les prin-
cipes et les théortmes fondamentaux de la Géométrie quand on fait
abstraction de 'axiome des parallbles. Nous avons aussi exclu de potre
étude la question importante de savoir 1'il est possible, sans la notion
du plan ni de la droite, au senl moyen des points comme éléments et
en employant la notion des groupes des déplacements, ou 4 'aide de
la notion de distance, d'édifier la Géométrie d’une manitre logique.
Cette dernikre question a fait récemment des progrs considérables,
grace aux travaux fondamentaux et féconds de Sophus Lie. Néanmoins,
pour éclaircir complatement la question, il serait bon de subdiviser en
plusicurs'axiome de Lie que I'espace est une multiplicité numérique;
et avant tout il me semblerait désirable que I'on fit une discussion
approfondie de I'hypothése de Lie que les fonctions qui donnent les
déplacements sont non seulement continues, mais encore susceptibles
de différentiation. Quant & moi, il ne me semble pas probable que les
axiomes géométriques renfermés dans la condition de la possibilité de
la différentiation soient tous nécessaires.

Dans le traitement de toutes les questions de ce genre, je crois que
les méthodes et les principes développés dans le précédent Mémoire
seront utiles. Comme exemple je renverrai & une étude entreprise i
mon instigation par M. Dehn et qui vient de paraitve (*). Duns celie
étude sont discutés les théorémes connus de Legendre sur la somme
des angles d'un (riangle, que ce géombtre a démontrés au moyen de la
continuité,

Les considérations de M. Dehn reposent sur les axiomes de 1'asso-
ciation, de la distribution et de la congruence, c'est-i-dire les groupes
d’axiomes I, I, 1V; au contraire, 'axiome des paralltles et 'axiome
d’Archiméde sont exclus. D’autre part, les axiomes de distribution
sont énoncés d’une manibre plus générale que dans le travail actuel,
a peu prés comme il suit : Parmi quatre points A, B, C, D d’une droite,
il y en a toujours deux, A, C, par exemple, qui sont séparés par les
deux autres B et D, ot réciproquement. Cinq points A, B, C, D, E
sur une droite penvent toujours étre distribués de telle sorte que A, C

(1) Math. Annalen, t. Ll (1900).
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soient séparés par B, D et par B, E, ensuite que A, D soient séparés
par B, E et par G, E et ainsi de suite. De cette fagon, ce qui n’a pas lieu
dans mon présent Mémoire, Ia Géométrie riemannienne (elliptique)
n'est pas exelue a priort.

En se basant sur les axiomes d’association, de distribution et de
congruence, c'est-d-dire sur les axiomes I, [1, IV, on peut introduire
de la manitre connue les éléments dits idéaua (points, droites, plans
idéaux ). Cela fait, M. Dehn démonire le théorbme suivant :

Sil'on regarde toutes les drovtes et tous les points (idéaux et réels) du
plan, a Uexception d’une droite unique t et des points situés sur t, comme
éléments d’une nouvelle Geamétrie, on peut pour cette nouvelle Géométrie
définir un nouveau genre de congruence de telle sorte que cette Géometrie
vérifie tous les axiomes d’association, de distribution, de congruence,
ainsi que I'axiome d’Euclide, la droite ¢ dans ceite Géoméirie jouant le

rdle de la droite de V'infini.

Cotte Géométrie euclidienne imposée pour ainsi dire au plan non
euclidien sera dite une pseudo-Geometrie et le nouveau genre de con-
gruence une pseudo-congruence.

En invoguant le théoréme qui précede, on peut alors introduire un
calcul segmentaire relatif au plan, en s’appuyant sur les développe-
ments du Chap. III, § 15. Ce calcul segmentaire permet de démontrer
I'important théoreme suivant ;

St dans un triangle quelcongue la somme des angles est

-

plus grande gue.......... .
égale dovvvvinnnnts ceereres . 2 droits
plus pelite que............,

il en sera de méme dans tout triangle.

Le cas ol la somme des angles ost égale 4 deux droits donne le
théoréme bien connu de Legendre; mais, pour le démontrer, Legendre

s'est servi de la continuité, .
M. Dehn discute alors la connexion entre les trois différentes hypo-
théses relatives & la somme des angles et les trois différentes

hypothéses relatives aux paralléles.
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l arrive ainsi aux remarquables propositions suivantes :

De U'hypothése que par un point donné I'on peut mener & une droite
une infinité de paralléles il s’ensuit, si I’ on exclut I'axiome d’ Archiméde,
NON PAS que la somme des angles d’un triangle est plus petite que deux
droils, mais au contraire que cette somme peut étre

(a) plus grande que 2 droits
(b) égale & 2 drolts.

Pour démontrer le cas (@) de ce théoreme, M. Dehn édifie une
Géométrie ol I'on peut mener par un point une infinité de paralleles
a une droite et oi, d'ailleurs, sont aussi vérifiés tous les théorémes de
la Géométrie riemanienne (elliptique). A cetle Géométrie convient le
nom de Géométrie non legendrienne, car elle est en contradiction avec
le théorbme de Legendre en vertu duquel la somme des angles d’un
triangle n'est jamais plus grande que 2 droits, De 1'existence de cette
Géométrie non legendrienne il résulte immédiatement qu'il est impos-
sible de démontrer le précédent théoréme de Legendre sans employer
I'axiome d’Archimbde; et, en effet, Legendre se sert de la continuité
pour démontrer son théordme.

Pour démontrer le cas (b) du théorkme précité, on édifie une
Géométrie sans axiome des paralldles et oit sont néanmoins vérifiés
tous les théorémes de Ja Géométrie euclidienne : la somme des angles
d’un triangle est égale & deux droits, il y a des triangles semblables,
les extrémités de perpendiculaires de méme longueur menées & une
droite sont toules situées sur la méme droite, etc. De I'existence de
cette Géométrie s'ensuit que, si l'on fait abstraction de I'axiome d'Ar-
chimede, I'axiome des paralléles ne peut étre remplacé par aucune des
propositions que 1'on regarde d’habitude comme lui étant équivalentes.

Cette nouvelle Géométrie peut étre dite une Géometrie semi-euch-
dienne, De méme que la Géométrie non legendrienne, il est clair que la
Géométrie semi-enclidienne est en méme temps une Géoméirie non
archimédienne.

M. Dehn arrive finalement & ce théoréme surprenant :

De Uhypothése qu’il n’existe aucune parallele, il s’ensuit que la somme
des angles d'un triangle est plus grande que deuz drouts.
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Co théorbme montre que les deux hypotheses non euclidiennes sur
les paralléles se comportent d’une maniére absolument différente
vis-h-vis de I'axiome d’Archiméde.

On peut réunir les résultats énoncés par les théorbmes précédents
dans le Tableau suivant :

La somie Par un point donnd l'on peut mener & une droito
des angles
d'un trlangle T ———— Eites REn
ont aucune paralléle, une paralldle, une infinitd de paralléles.
Géomdtrie .
> 2 droits de Riemann Cas impossible nonalgozft;:::nne
(elliptiquo) &
Géométrio
. , Géométrie
< 2 droits Cas impossible euclidienne
(parabolique) semi-euclidienne
Géomélrie
=2 droits Cas impossible Gas impossible de Lobatschewski
(hyperbolique)

Maintenant mon présent Travail, comme jo l'ai déji dit, ost plutot
une recherche critique sur les principes de la Géométrie euclidienne.
Dans cette recherche nous avons eu pour guide ce principe fonda-
mental : faire la discussion de chaque question qui se présente de
maniére 4 examiner en méme temps s’il est possible ou non de
répondre A cette question en suivant une voie assignée d'avance et en
se servant de certaing moyens limités, Ce principe fondamental me
semble contenir une regle générale et conforme 4 la nature des choses.
En effet, lorsque dans nos recherches mathématiques nous rencontrons
un probléme ou lorsque nous soupgonnons un théoréme, notre esprit
n'est satisfait que lorsque nous possédons la solution complete du pro-
bleme et la démonstration rigoureuse du théorbme, ou bien lorsque
nous connaissons bien clairement la raison de l'impossibilité de la
réussite et, par suite, aussi celle de la nécessité de I'insucces.
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Cest ainsi que, dans les Mathématiques modernes, la question de
Vimpossihilité de certaines solutions ou problémes joue un réle pré-
pondérant et que les efforts fuits pour répondre i des questions de ce
genre ont été l'occasion de la découverte de domaines de recherche
nouveaux ct féconds. Rappelons seulement a ce propes la démonstro-
tion d’Abel de l'impossibilité de résoudre I'équation du cinquibme
degré au moyen de radicaux, puis la découverte de I'impossibilité de
démontrer I'axiome des paralléles, enfin les théoremes de MM. Hermite
et Lindemann sur I'impossibilité de construire par la voie algébrique
ies nombres e et w,

Ce principe fondamental, en vertu duquel on doit partout discuter
les principes de la possibilité des démonstrations, est intimement li¢ &
la condition de la « pureté » des méthodes de démonstration qui, dans
ces derniers temps, a-été considérée comme de la plus haute impor-
tance par nombre de mathématiciens. Au fond, cette condition n’est
pas autre qu'une conception subjective du principe fondamental suivi
ici, En effet, I'stude géométrique précedente cherche, en général,
a expliquer quels sont les axiomes, hypothéses ou moyens nécessaires
i la démonstration d'une vérité de Géométrie élémentaire, etil nereste
plus alors qu’a juger, d’apris le point de vue auquel on s'est placé,
quelles sont les méthodes de démonstration que ’on doit préférer.

L U ———

Pour ledessin des figures, ainsi que pour la corvection des épreuves,
I'aide de M. le D* Hans von Schaper m’a été d’un grand secours; je lui
en présente ici tous mes remerciements. Je remercic aussi de méme
mes amis MM. Hermann Minkowski et Julius Sommer de m'avoir
prété leur concours pour corriger des épreuves.
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