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LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

n<:

LA GEOMETRIE.

« Toute teteaee humaine eemmMeo par
les )attt)UtM, de )t passe aux aottoatet ttott
par te< M<M. »

KAtfT, CnWyt« de la m<<M ~«~
(r~<-M<'Mm~«t'<-<)Potion,
Section M).

INTRODUCTION.

La Géométne, de même que t'Ar!thméHque. n'exige, pour sa con-
struction logique, qu'un petit nombre de principes fondamentaux
simples. Ces principes fondamentaux sont dits les AXtOMM de la Géo-
métrie. L'exposition de ces axiomes et lour examen approfondiest un
probtëme qui, depuis Euctido, a fait l'objet de nombreux Mémoires
remarquablesde la Science mathématique ('). Ce problème revient à
l'analyse logique de notre intuition do l'espace.

La recherche qui suit est un nouvel essai dont le but est d'établir_<
(') ~o<)' tes Comptes rendus si complots de G. VeroneM G<w«<'t~e der Gec~M<fM,

traduction do M. A. Schepp, Leipzig, t89< (SuppMtnent); et F. KLBtN, Le /~M Loba-
MeAe~ (A~A. ~H<!&), t. L). D. M<MMT.



ta Geoméu-ie sur un système SIMPLE et COMPLET d'axiomes MCÉpENMNïs
et de déduire do ceux-ci !es principaux théorèmes géométriques, de
telle sorte que le r&te des divers groupes d'axiomes et la portée des
concisionsque l'on tire des axiomes individuelssoient mis en pleine
lumière autant qu'il est possible.

CHAPITRE I.

LES CINQ GROUPES D'AXIOMES.

§L
Les éléments de la Géométrie et les oh~ groupes d'axiomes.

Convention. Concevons trois din'érentssystèmes d'êtres les êtres
du PKMXER système,nous les nommerons points et nous les désignerons
par A, B, C, les êtres duMuxtÈM): système, nous le nommerons
droites et nous les désignerons par a. b, c, tes êtres du TM!S!ÈME
système, nous les nommerons plans et nous les désigneronspar a, [3,T, les points seront aussi nommés éléments de la Ge'o~~e/<e'<ï~;
les points et les droites, <~M~ GebM~eplane; et les points,
les droites et tes plans, <~m< de la Géométrie de l'espace ou éléments
de l'espace.

Concevons que les points, droites et plans aient entre eux certaines
relations mutuelles et désignons ces relations par des mots tels que
« SONT SITUÉS x. « ENTRE « PARALLÈLE », « CONGRUENT », « CONTINU Mla description exacte et complète de cos relations a lieu au moyen des
axiomes de la CeoM~ne.

Les axiomesde la Géométrie se partagent en cinq groupes; chacun
de ces groupes, pris individuellement, exprime certaines vérités fon-
damentales de mcme catégorie qui dérivent de notre intuition. Nous
désignerons ces groupes comme il suit



t. i 7. Axiomes d'associatiort.
U, i-5. Axiomes de ~MM'&M«o~.

ttt. Axiome des /w<ï/~ (Postulat ~'EMe/t'~).
IV, t-6. Axiomes de congruence.
V. Axiomede la co~ (Axiome d'Mt<~).

§2.

Le groupe d'axiomes 1 Axiomes d'association.

Les axiomes de ce groupe établissent une association entre les no-
tions précédemment indiquées, points, droites et plans. Ces axiomes
sont les suivants

1. Deux points distincts, A, B, <ew!<e/!«o~o«~une droite a;
~oM poserons AB = a ou BA = a.

Au lieu de « DÉTERMINENT », nous emploierons aussi d'autres tour-
nures de phrase; par exemple A « EST SITUÉ sutm a; A EST UN pottT
DE «!; C <t PASSE PAR ') A « ET PAR B

N « a JOtNTli ET B
M OU « JOtffT A

A B M. Lorsque A est situé sur a et, en outre, sur une autre droite b,
nous emploierons aussi le mode d'expression

« Les DROLESa ET b ONT

LE POINT A EN COMMUN H, et ainsi de suite.

t, 2. Deux/KW~ distincts ~Me/CW~M<~d'une droite <7K<f/!< ce</<'
droite, et sur toute droite <7y a au moins </e~p/)OM< c'est-à-dire que,
si /'o/! a AB = a c< AC = a B G, on a aussi BC ==c.

3. Trois points A, B, C non situés sur une M~Me droite déterminent
toujours un plan K nous poserons ABC = a.

Nous emploierons aussi les tournures A, B, C & SONT SITUÉS DANS N
le plan et; « SONT DES POINTS DE x et, et ainsi de suite.

1, 4. Trois points quelconques A, B, C d'un plan a, non situés sur une
même droite, ~e/THMe~ ce 'p&tnK.

1, 5. Lorsque deux points A et B d'une droite a sont situés dans un
plan et, il en est de M!~e tout point de a.

n



Nous dirons en ce cas « LA DROITE a EST srrcÉ)! DANS LE PMN et », et
ainsi de suite.

t. 6. Lorsque <f<'<M' plans cc, M~ un point A en commun, ils ont en-
fO/'C au moins un <it«~OM~ B en commun.

7. Sur tout plan il y a au moins trois ~</<~ non M'<M~ sur la M~c
~</e et, dans l'espace, <7~' a au moins quatre pointsnon situés dans le
W~/M<* plan.

Les axiomes i, i-2 renferment des énoncés qui no sont rotatifs
qu'aux points et aux droites, c'est-à-dire aux éléments de la Géomé-

1trie plane, nous pouvons donc, pour abréger, tes nommer axiomes
planaires du groupe par opposition aux axiomes t, 3-7, que l'on
désignera sous le nom d'axiomes spatiaux de ce groupe.

Des théorèmes qui dérivent des axiomes t. i-7, je ne citerai que
les deux suivants

ToËOttÈME 1. Deux droites situées dans le même plan ont un seul
point en commun ou bien n'en ont aucun deux plans n'ont aucun
point en commun ou bien ont une droite en commun; un plan et une
droite non située dans ce plan n'ont aucun point en commun ou bien

en ont un seul.
t-

TnÉORËME t!. Parune droite et un point non situé surcette droite,
et de même par deux droitesdistinctes ayant un point en commun, il

passe toujours un plan et un seul.
'J

i

§3.

Le groupe d'axiomes 11 Axiomes de distribution(').).
1

Les axiomes de ce groupe déHnissent l'idée exprimée par le mot )

ExrnE et permettent, en se basant sur cette idée, d'effectuer la dis-
/n&K//o/< des points sur une droite, dans un plan et dans l'espace.

(') C'est M. Pasch qui, dans son Co«M de Géométriemoderne, a le premier étudM en
détail ces axiomes. L'axiome H, en particulier est dû u M. Pasch. (D. H)LtMT.)



CMVESTKK). Les points d'une droite ont entre eux une certaine
relation qui s'expnme on ptufttcuttcrau moyen du mot « <7!~ w.

t. A, B, C désignant trois points en ligne droite, B est situé
entre A et C </ l'est aussi entre C e< A.

il, 2. A <*<C (~. s) ddsignant </<'<M)points d'une droite <7y a au
MOtMun point B situé entre A et C etau mains un point D tel que C soit
situé entre A et D.

H, 3. 7)C ~OM/MWM d'une droite, il en est toujours un et un seul
~H~ entre les deuxautres,

!t, 4. Quatre points ~M~O~MMA, B, C, D d'une droite peuvent
/o«/o«~ An° distribués d'une M0/!<~r<'telle que B soit situé entre A e< C

aussi entre A et D, que C soit situé entre A D et aussi entre B et D.

DÉFINITION. Le système formé par deux points A et B situés sur
une droite est dit un segment, et nous le désignerons par AB ou BA.
Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou
encore à /'<«'Mrdu segment AB; tous les autres points de ladroitea
sont dits à /'<M~rMM/- du segment AB. Les points A et B sont dits les
e.c<7~n<~ du segment AB.

H, 5. Soient A, B, C trois pointsnon en ligne droite et a une droite

dans le plan ABC qui ne passe par aucundes points A, B.C ~<W~



passe par un point du segment AB, elle JOQMen! <0<~OMM OM bien par un
point du segment BC 0« bien par un point du segment AC.

Les axiomes it, i-4 renferment des énoncés qut no sont rotatifs
qu'aux points d'une droite et peuvent donc être nommés OM'om~
linéaires du groupe l'axiome 5 renferme un énoncé relatif aux
ntéments de la Géométrie plane, et sera dit par conséquent l'axiome
/'M~<ï/re du groupe

§4.

Conséquences des axiomes d'associationet de distribution.

Des axiomes linéaires Il, i-4 nous déduisons d'abord sans peine les
tftéorëmes suivants

THËORËMEU!. Entre deux points quelconques d'une droite il y a
toujours une infinité de points.

THÉORÈME IV. Étant donné, sur une droite, un nombre fini de
points, on peut toujours distribuerces points en une suite A, B, C, D,
H.K (~. 4), telle que B soit situé entre A d'une part et C,

D, E, .K de l'autre, puis que C soit situé entre A, B d'une part
et D, E, K de l'autre, ensuite que D soit situé entre A, B, C d'une

part etE, .K de l'autre, et ainsi de suite. Outre cette distribution
il n'y en a qu'une autre, la distribution inverse, qui jouisse de la pro..
priété énoncée.

TuÉORÈME V. Toute droite a située dans un plan « sépare tous les

autres points de ce plan en deux régions qui ont la propriété sui-
vante tout point A de l'une, joint à tout point B de l'autre, détermine

un segment AB sur lequel est situé un point de la droite a; au con-



traire, deux points quelconques A. A' d'une même région déterminent

un segmentAA' qui no renferme aucun point de a.

CoxvKXTMs. Soient A, A', 0, B quatre points situés sur une
droite a et tels que 0 soit situé entre A et B mais non entre A et A';
nousdironsalors: Les points A et A' sont situés sur la <u<<e a du ~/K<;
c<M <~M/MM'M<0, et les points A et B sont situes mr/o ~n)«e a de c<!<€ï

</<~C~~ du /MW!< 0.

L'ensemble des points d'une droite a situés d'un même côté d'un
point 0 est dit un </e<KW«yo/! (demi-droite) issu de0; de la sorte tout
point d'une droite la partage en deux demi-rayons.

En faisant usage des notations du théorème V, nous dirons Les
points A, A'sont situés <Za:M& ct</MM:~ec<)~</e/a<~o~ca,et tes
points A, B sont situés dans le plan « ~f ed~ différents de la droite a.

DÉFtNtTtox. Un système de segmentsAB, BC, CD. KL qui retie
(es points A et L est dit une /<~e brisée. Cette ligne brisée sera dési.
gnée aussi pour abréger par ABCD KL. Les points situés sur les
segments AB, BÇ, CD, KL, ainsi que les points A, B.C.D.K,L,
sont tous dits tes~oMM</e/aligne brisée. En particulier, si le point L

coïncide avec le point A la ligne brisée sera dite nn ~o(~o/M et s'ap-
pellera le polygoneABCD. K. Les segments AB, BC, CD, KA en
seront dits les côtés, et les points A, B, C, D. K les ~oM/Ke/t. Les
polygonesayant3.4,5,t cotés se nomment en particulier triangles,
quadrilatères,pe/!<a~o/!M, ~o~



Lorsque les sommets d'un polygone sont tous distincts. lorsque
aucun sommet ne tombe sur un côté et enfin lorsque deux côtés quel-
conques n'ont aucun point en commun, te polygone est dit WM/

En s'appuyant sur le théorème Y nous obtenons alors sans diffi-
cultés sérieuses les théorèmes suivants

l'HÉORÈMt: Vt. Tout polygone simple dont les sommets sont tous
situés dans un plan et partage tes points de ce plan, qui n'appar-
tiennent pas a la ligne brisée formant ce polygone, en deux régions
l'une intérieure, l'autre extérieure, jouissantde la propriété suivante

Si A est un point de l'intérieur (potKT MTÉtUBUR)et B un point de
t'extérieur (POINT EXTÉMEM), toute ligne brisée joignant A et B a au
moins un point en commun avec le polygone; au contraire, si A et A'

Ftg. 7.

sont deux points intérieurs et B et B' deux points extérieurs, il y a tou-
jours alors des lignes brisées joignant respectivement A et A', et B
et B' et n'ayant aucun point en commun avec le polygone. JI existe
dans le plan ce des droites dont tout le cours a lieu à l'extérieur du
polygone; mais il n'en existe aucune, au contraire, dont tout le cours
ait lieu à l'intérieurdu polygone.

TnÉonÈXEVII. Tout plan et partage les autres points de l'espace
en deux régions ayant la propriété suivante Tout point A de l'une
détermine par sa jonction avec tout point B de l'autre un segmentAB
qui renferme un point de et; au contraire, deux points quelconquesA
et A' d'une même région déterminent toujours un segmentAA' qui ne
renferme aucun point de a.

CoNVEMMtf. En faisant usage des notations de ce théorème VII,



nous dirons Les points A, A' sont situés dans l'espaced'un même <
du plan et, et les pointsA, B sont situés dans l'espace do c<~<
du oc.

Le théorème Y!t exprime tes vérités les plus importantes relatives
à la distribution des éléments DANS L'ESPACE. Ces vérités sont donc
exclusivement des conséquencesdes axiomes considérésjusqu'ici, et
il n'est donc pas nécessaire d'introduire dans le groupe !t aucun
nouvel axiome spADAL.

§5.

Le groupe d'axiomes ÏÏI Axiome des p&ral!etes (Postulat d'Euctide).

L'introduction de cet axiome StMPUftE les principes fondamentaux
de la Géométrie dont il pAOUTË ainsi très considérablement t'édinca-
tion. Nous l'énonceronsainsi

Dans KH plan a, par un point A pris en dehors <«/!<* droite a,
l'on petit <OM/OM~ mener M/!C droite et une seule yM< ne CO~ /MM
droite a; cette droite est </</c la /?anï//e'/eà a, /Hc/? par lepoint A.

Cet énoncé de l'axiome des parattetcsrenferme deux afnt'tnatio))!.

L\ )'RË!HtËttE énonce que dans le plan « il passe toujours par A une
droite qui ne rencontre pas a, et LA sscoscE qu'il ne peut en exister
qu'une.

C'est la seconde affirmation de notre axiome qui est essentiette;
l'on peut aussi lui donner la tournure suivante

TuÉORÈME VIII. Lorsque dans un plan deux droites a, A ne ren-
contrent pas une troisièmedroite c du même plan, elles ne se rencon-
trent pas non plus.

En effet, si a et b avaient un point A en commun, il pourrait dans
ce plan exister deux droites a, b, passant par A et qui ne rencontre-
raient point c; maisceta serait en contradiction avec la seconde a(nr-
mation de l'axiome des parallèle! sous notre énoncé primitif. Récipro-
quement, du théorème VIII résulte également la seconde afnrmation
de l'axiome des parattetes sous notre énoncé primitif.

L'axiome des parattetes III est un axiome planaire.



§6.

Le groupe d'MiomM ÏV Axiomes de congraence.

Les axiomes de ce groupe définissent la notion de congruence ou de
déplacement.

CosvEXTtON. Les segments ont entre eux certaines relations que
le mot « congruent a en particulier sert ù exprimer.

IV, 1. Si l'on désigne par A, B deux points d'une droite a, et par A'

un point de celte même droite ou bien d'une autre droitea', l'on pourra
/OM/OH/ sur la droite a', d'un e~ </o/!M~ du point A', trouverUN POINT

KT UK SEUL B', tel que le segment AB soit congruent au segment A'B',
ce que /'o/! écrit

AB m-. A'B'.ABsA'B'.

?'OK< segmentest congruent à /«<-M~e,c'est-à-dire que /'0/! a toujours

ABsAB.

Le segment AB est toujourscongruent au segment BA, ce que /'o/< écrit

ABsBA.

Nous dirons aussi plus rapidementque tout segment peut être porté

sur une droite donnée d'un côté donné d'un point donné d'une ma-
nière univoque.

tV, 2. Lorsqu'un segment AB est congruent au segment A'B' e< de
même au segment A"B", a/o/!t A'B' e~ aussi con~yM~/aMsegment A"B",
c'est-à-dire que si l'on a AB~A'B' et AB~A"B", /'o~ aura aussi
A'B'=A"B".

!V. 3. Sur la droite a, soient AB et BC (/ 8) deux ~/ne~~

sans points communs, et sofent ensuite deux M~MM~A'B' B'C' deux



~H< situés sur la Mt~/MPdroite ou Mf une autre droite a', également

sans ~ot'/<~ com~MMï; si l'on <! AB==A'B' et BC=.B'C' aura tou-
jours aussi AC = A'C'.

DKFtNmos. Soit a un plan quelconqueet soient h, k deux demi-
droites qucjconques distinctes situées dans ce p)an, issues d'un
point 0 et appartenanta des droites otSTMCTEs. Le système formé par
ces deux demi-droites nous le nommerons un angle et nous h-

désignerons par<t(~)ou <):(~A). Des axiomes !t. i-5 on peut
aisémentconclure que les deux demi-droites h, k, y compris le point 0.
séparent les points restants du plan <x on deux régions jouissant de la
propriété suivante A désignantun point de l'une des régions et B un
point de l'autre, toute ligne brisée qui joint A et B ou bien passe par 0,
ou bien a au moins un point en commun avec ou avec k. Au contraire,
A et A' désignant des points d'une même région, il y a toujours une
ligne brisée joignant A et A' et qui ne passe ni par 0 ni par aucun
point des demi-droites k. L'une de ces régions se distingue d<*

l'autre par cette circonstance que tout segment qui joint deux points
de cette région y est situé tout entier. Cette région se nomme t'<<
/?-«/' de l'angle (~, /-), par opposition avec l'autre qui se nomme t'M'-
«w'cwdc l'angle (h, k). Les demi-droites h, k sontdites les côtés do
t'angte, et le point 0 en est dit le sommet.

!V, Soit, dans un plan K, «/t 0!e <~(~, k), et soit, dans K/;
~/H/< M', une droitea'. Supposonsencore ~«e, dans le plan a', un co<e ~e-
/e/K/ </e la droite a' soit assigné. Z)eM~o~par <Me demi-droitepris,.

sur la droite a' et issue <M/! point 0' de c~/e droite. Dans le plan et', il
c.rtf/e/t): alors OSE demi-droite Il et UNE SEULE, telle que l'angle (~. k) soit
congruent M /'a/<' (~ ~) qu'en /K~!C temps tous les points <Ï /'<<C-
r!cw de l'angle (h, k') soient situés cd~~M~~a'ea' ce que /M<M
exprimerons par la /<o/a<<o/!

<t:(/<)s<(/).).
7'OM<<Mg/?est co/n<e/!< /M<e,c'M/.a- que l'on a <o«/ow!

<):(/<, A) s <j: (/),<-).
» n



~'<Mg&' (A, ~') M«/o«~ congruent à l'angle ( k, A), ce que /'o/t ecft/

<(/),)s ~(~<).
Nous dirons aussi, en abrégeant,que dans un plan donné tout angt<'

peut être, d'une manière univoque, ~or/~ d'un cûté assigné d'une
demi-droite donnée.

tV. 5. Un angle (~, ~-) étant congruent à l'angle (~, ~') a</<M
<y/<'« l'angle (h", /), l'angle (~ ~) le sera aussi à /'a/e(/< /).).
C'f~.<i'-</</1C que si l'on a

<(/<,<-) s<):(~) el ~(A,)-<(~,A'),
on aura <o~oM~a«M<

<(/<)=<(/<).
CoKYEST)0!<. Soit ABC un triangle assigne désignons les deux

demi-droites issues de A et passant parB et C, respectivementpar k.
L'angte (~, /-) est dit l'angle du triangle ABC renfermé par les côtés AB
et AC; il est dit encore l'angle opposé au coté BC du triangle. Cet
angle renferme à son intérieur tous les points à l'intérieur du tri-
angle ABC et on le désignerapar <~ BAC ou <Ï (~, A).

)V, 6. Z)<!M</<MM; /r«Mg/MABC < A'B'C', si les co~n<c/!CM

AR == A' H', A<: = A'C', < B.\C s < B'A'C'

sont vérifiées. les co~w/K'at'

<AB(:s~:A'B'<1 et <A<:t)E<A'<B'

le seront toujours également.

Les axiomes IV, 1-3 renferment des énoncés qui n'ont trait qu'aux
congruences entre segments situés sur des droites. I!s seront, par
suite, dits tes axiomes linéaires au groupe !V. Les axiomes tV, '5
renferment des énoncés qui ont trait aux congruencesentre angles.
L'axiome !V, 6 rattache la notion de congruence de segments à celle
do congruence d'angles. Les axiomes !V, 3-6 renfermentdes énoncés
qui ont trait aux éléments de la Géométrie ptane et seront nommés
par suite les axiomesplanaires du groupe IV.



§7.

Conséquencesdes axiomes de congruence.

CoxvEKTMMt. Soit un segment AB congruent à un segment A'B'.
Puisque, d'après l'axiome IV. t. le segment AH est également con-
gruent au segment ABde IV, 2, il s'ensuit que A'H' est congruent a
A)!, ce que nous exprimerons en disant les deux segments AB et
AH' sont coM~TMe/t~ entre eux.

CoxvESTmx. Soient A, B,C, D. K.LetA'.B'.C'.D'K'.L'
deux séries de points sur les droites respectives a et a', telles que
les segmentscorrespondants AB et A'B', AC et A'C'. BC et B C' KI.
t't K'L' soient respectivementcongruents entre eux: on dit que tes
deux séries de points sont congruentes entre elles; A et A', B et B', (;

et C', L et L' sont dits tes points correspondants des deux séries
ponctuelles congruentes.

Des axiomes linéaires )Y. 1 -3, nous concluons aisément les théo.
rcmes suivants

To~oRÈMH tX. De deux séries ponctueites congruentes. A, B,
K, L et A', B', K'. f/ si la première est ordonnée de telle sorte
que B soit situé entre A d'une part et C, D, K, L de l'autre, que C

soit situé entre A. B d'une part et D, K, L de l'autre, et ainsi <h'

suite, les points A', B', C' K', L'seront ordonnés de même, c'est-
à-dire que B' sera situé entre A' d'une part et C'. D', K', de
l'autre, que C' sera situé entre A', B' d'nne part et D' K', L' d''
l'autre, et ainsi de suite.

CoNVRSïtON. Soit un angle (~) congruent à un angle (/)', ).
Puisque, d'après t'axiome IV, 4, t'angte (h, ~)estcongruentà <~ (~, ),
de l'axiome JV, 5 it s'ensuit que <~(A') est congruent à <ï;(~. /-),
ce que nous exprimerons en disant les deux angles (A, /') et < )1
sont co/w/ entre eux,

DtF)t<rr!ON. Deux angles qui ont même sommet et un côté com-
mun, et dont les côtés non communs sont en ligne droite, sont dits



~~MM/a/~M.Deux anglesqui ont le même sommet et dont les cAtes

sont en ligne droite sont dits c~o~joar/f~~Mp/.

L'n angle (lui est congruent il son supplémentaireest dit un angle<
Cox\E:<noK. Deux triangles ABC, A'B'C' sont dits co~M<v

entre e«a? lorsque les congruences

AH A'i; ACsA'C', )!CEt!'C',
<As:<A', <M=~t<\ <C~<(:'

sont toutes veriftees.

TtfËOttËXE X. (PREMIER THÉORÈME DE COXGRUKNCE DES TKtAXCMS).

Dans deux triangles ABC, A'B'C', si tescongfuences

AHsA'B', AC~A'C', <A=<A'

sont vérifiées, les deux triangles sont congt'uents entre eux.

D~)oxsn<ATtON. D'après l'axiome !V, 6, tes congruences

<Bs<H' et ~Ce<C'
sont vérifiées et, par suite, il suffit de démontrer que les côtés BC et
B'C' ( fig. g) sont congrucnts entre eux. Supposons, au contraire, que

BC ne soit pas congruent a B'C' et détertninons sur B'C' le point D'
tel que BC= B'D'; tes deux triangles ABC, A'B'D' auront deux côtés
respectivement congruents et l'angle compris entre ces côtés con-
gruent en vertu de i'axiome IV, 6, les deux angles <~ BAC et <~ B'A'C'
seront donc congruents entre eux. Maintenant, d'après l'axiome!V, 5,
les deux angles B'A'C' et <~ B'A'D' devraient donc aussi être con-
gruents entre eux; or, ceci est impossible, car, d'aprës!'axiomc!V, 4,

un angle ne peut être porté que d'usé SEULE ET uNfouE manière à partir
d'un point donné d'un côté donné d'une droite donnée dans un plan.



La démonstration du théorème X eft, de la sorte, complètement
etahtie.

On démontrerait tout aussi aisément lu proposition suivant''

TttÉORÈMR XL (DKt!X~:HETH~OH(:MK t)K CONOtUENCE DESTtttAXGLES.)

Dans deux triangles, lorsqu'un côté e{ les deux angles adjacents sont
respectivement congruents entre eux, les deux triangles sont aussi
congruents entre eux.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer les importantes
propositions suivantes

Tn~onf:))E X! ~o~Me~c~s~/M<XABCc<<~A'B'C'?/
gruents entre M.r. il en est de m~e de /eM~ ~e~M~ <3; CBD et
<X C'B'D'.

Z)p~MW<ra!<<o/ Choisissons les points A'C'1)' sur les côtés pas-
sant par !{' en sorte que l'on ait

A'B'sAB. C'it'ssCR, D'H'~tH!.

Dans tes deux triangles ABC et A'B'C', les côtés AB, CB et les côtés
A'B', C'B' sont respectivementcongruents entre eux, et comme, en

outre, les angles compris entre ces côtés sont, par hypothèse, égale-
ment congruents entre eux, du théorème X résulte la congruence des
triangles en question, c'est-à-dire que l'on a les congruences

AC=A'< et <BAC-<:B'A'C'.

D'autre part, puisque, en vertu de t'axiome tV, 3, les segments A!)
et A'D' sont congruents entre eux, du théorème X résutte encore la

congruence des triangles CAD et C'A'D', c'est-à-dire que l'on a les
congruencescongruencer,

CDsG'D' et <A!W:s~A'U'C';

d'où, en considérant les triangles UCD et B'C'D' de l'axiome IV, 6,
s'ensuit la congruence des angtes <~ CBD et <X: C'B'D'.



Une conséquence immédiate du théorème XII est la congruencc des
angles opposés par le sommet.

THÉORÈME Xm. Uans te plan K, soit un angle (~) congruent a
)'ang{c(~) dans un plan w'; soit ensuite/une demi-droite du plan ef
issue du sommet de l'angle (~') et ayant son cours à l'intérieur de

cet angle il existera toujoursalors dans le plan x' une demi-droite
issue du sommet de l'angle (A', A') ayant son cours à Finterieur de cet
angic et telle que l'on ait

<(/<)==<(/<) et <(~/)s<]:(~).
UKMoxsTMTtox. Désignons les sommets respectifs des angles

< A. ~).(~'J-') par 0 et 0'et déterminons sur les côtés ~et les
points A, B, et A', B' tels que l'on ait les congruences

OA~O'A' et C))=s ()'
Hn vertu de la congruence des triangles OAM et O'A'B'. on aura

AH~A'H'. «).\t!sO'AH', r()MAs(t'X'A'.1

La droite AB coupe en C; déterminons alors sur le segment A'M'
le point C' tel que i'on ait A'C's=AC; je dis alors que O'C' est la
demi-droite cherchée. En enet, de AC~A'C' et AB=A'B', on peut
aisément,aumoyen de t'axiometV,3, déduire ht congruenceBCs=B'C'i
on voit clairement aussi que ies triangles OAC et O'A'C' sont con-
gruents entre eux, et qu'il en est encore de même des triangles OB(~

et O'B'C'. On conclut de là les affirmations qu'énonce le théorème XHt.
D'une façon pareille nous obtenons la proposition suivante

THÉOHËME XIV. Soient~, ~d'une part, et h', l' d'autre part,
trois demi-droites issues respectivement d'un même point et situées
dans un même plan.



Si tes congruences

<(~)!a<):(A',<'), et. <)-( ~) s (/)
sont verinées, il en sera toujours également de même de

<j-(/)=s4:(/~A-').

En s'appuyant sur les théorèmes XII et X)U, on démontre le théo-
rème très simple qui suit, théorème qu'Euciide (à tort selon moi) a
fois au rang des axiomes.

Tt~onÈME XV. 7'OM les angles f//io/~ to/« co~n/<< CM/~ <*M'.

Dë))ossTMT!ox. Soit t'angic MAD (~g-. 12) congruent à son sup.

ptémentaire CAD, et'de même soit l'angle B'A'D'congruentil son sup-
p)émentaireC'A'D'. Ators je dis que les angles

:-BAt), !-);At), yB'A'))', .<t)'
sont tous des angles droits.

Supposons, ce qui est le contraire de notre proposition, que l'angle
droit B'A'D' ne soit pas congruent il l'angle droitBAD et portons ators
<); R'A'D' sur la demi-droiteAB de telle sorte que le coté AD" prove-
nant de cette opération tombe soit à l'intérieur de l'angle BAD, soit a
l'intérieur de l'angle CAD. Supposons,parexemple, que le premif'r de
ces cas ait lieu. A cause de Ja congrueneedes angles B'A'D' et BAD".
du théorème XII résuttera que l'angle C'A'D' sera aussi congruenti.
l'angle CAD"; puisque les angles B'A'D' et C'A'D' doivent être con-
gruents entre eux, l'axiomeIV, & nous enseigne qu'alors l'angle BAD~
devra être congruent à i'ang!e CAD"; or, puisque <~BAD est congru<'n(



il <X CAD, nous pouvons, en vertu du théorème Xttt, déterminer il
t'intéricurde l'angle CAD une demi-droite AD" issue de A et telle que
<: BAD" soit congruent ù < CAD" en même temps que < DAD" le soit
aussi a DAD*. Maintenant <Ï: BAD' était congruent a <;CAD"; pat-
suite, il faudrait aussi, en vertu de l'axiome IV, 5, que CAD' soit con-
gruent a <~ CAD". 01', cela est impossible, car, d'après l'axiome !V, 4.
un angle ne peut être porté dans un plan donné d'un côté donné d'une
demi-droite donnée que d'une SEULE et u~ouE manière. Nous avons
donc démontré le théorème XV.

Nous pouvons maintenant introduire de la manière que l'on sait les
désignations d'« angle a<~M )' et d'« angle o~Ks ».

Le théorème relatif a la congruence des angles <~ A et <~ B adja-
cents il ta base d'un triangte isoscèle ABC résulte immédiatement de
l'application de l'axiome IV, 6, au triangle ABC et au triangle BAC.

En adjoignant à ce théorème le théorème X!V, on démontre aisé-
ment de la manière connue la proposition suivante

ÏMËOttÊMK XVt. (TMtStÈME TUÉORENE ))E COSCRUKKCE DES TMASGLES.)

Dans deux triangles, lorsque les troiscôtés sont respectivementcon-
~ruents entre eux, tes triangles sont congruentsentre eux.

CoxvEXïtos. Un nombre quelconque fini do points est dit une
/~wv. Si tous les points de la figure sont situés dans un plan, elle sera
dite une~M/ï'/)/<?.

Deux figures sont dites co~«c/M. lorsque l'on peut en faire cor-
respondre les points deux a deux d'une manière telle que les seg-
ments et les angles correspondants des deux figures soient respective.
ment tous congruentsentre eux.

Lesngures congruentes,comme le font voir les théorèmesXII et tX,
jouissent des propriétéssuivantes Trois points d'une figure qui sont
en ligne droite sont également en ligne droite dans toute figure con-
gruente à la première. Dans les figures congruentes la distribution
des points dans des plans correspondants par rapport à des droites
correspondantes est toujours la même. Il en est encore de même de
l'ordre de succession des points correspondantssur des droites corres-
pondantes.



Le théorème le plus général relatif a la congruencepour te plan et
pour l'espace s'exprime comme il suit

TnÊOitÈME XVtL Lorsque (A, B. C.) et (A'. B'.C') sont des
figures planes congruentes,si l'on désigne par P un point dans le plan
de la première figure. on pourra toujours déterminer dans le plan de la
secondefigure un point P', tel que (A. B.C. P) et (A'. B',C' P',)
soient également des figures congruentes.

Si la figure (A, B, C, .) contient au moins trois points qui ne
soient pas en ligne droite, la détermination de P' ne sera possible qued'une SEULE et umoM manière.

TMËORËME XVIII. Lorsque (A, B. C,) et (A'. B'. C') sont
des figures congruentos, si l'on désigne par P un point quelconque,on
pourra toujours déterminerun pointP', tôt que tes figures (A, B, C. P)
et (A', B', C', P') soient également congruentes.

Si la figure (A, B, C.) renferme au moins quatre points qui ne
soient pas situés dans un même plan, la détermination de P' ne sera
possible que d'une SEULEet UMQUE manière.

Ce théorème renferme un très important résultat c'est que toutes
les vérités SfATtALEsrelatives :< ta congruence, c'est-à-direaux déplace-
mentsdans L'ESPACE, sont exclusivement des conséquences (adjonction
faite des groupes t et II d'axiomes)des six axiomes USURES et t'LAXs
de la congruenco précédemmenténoncés par conséquent, i'axiomc
des parallèles n'est pas nécessaire pour leur établissement.

Si aux axiomesde la congruencenous adjoignonsencore t'axiometll,
des parallèles, nous arrivonsaisémentà établir les propositionscon-
nues

TttËORÈNE XIX. Lorsque deux parallèles sont coupées par une
troisième droite, les angles alternes-externes, alternes-internes et cor-
respondantssont respectivement congruents; réciproquement la con-
gruence des angles respectifs portant les désignationsci.dessus a pour
conséquence le parallélisme des deux droites on question.

THÉORÈME XX. Les angles d'un triangle forment ensemble deux
angles droits.



D~FtKtïtos. Lorsque M est un point quetconque d'un plan a, l'en-
semble de tous tes points A, tels que les segments MA soient tous
congruents entre eux, est dit une circonférence;le point M est dit le

<w~/c de lei circonférence.
De cette définition et en employant les groupes m-IV d'axiomes,

t'en déduit aisément les thforemcs connus relatifs h la circonférence,

en particuliercelui qui énonce la possibilité de faire passer une cir-
conférence par trois points non en ligne droite, ainsi que celui qui a
trait :) la congruence des angles inscrits dans le même segment nt
encore celui relatifaux angles du quadrilatère inscriptibte.

§8.

Le groupe V d'axiomes Axiome de la continuité (axiome d'Archiméde).

Cet axiome rend possible l'introduction, dans la Géométrie, de la
notion de la continuité; pour énoncer cet axiome nous devons aupara-
vant faire une convention relative st t'cgatite do deux segmentssur une
droite. Nous pouvons a cet effet ou bien prendre pour fondement les
axiomes sur la congruence des segments et dans ce cas désignercomme

(:GAux les segments congruents, ou bien, en nous basant sur les

groupes d'axiomes MH, convenir de la manière dont, au moyen de
constructions appropriées (t'ot'r Chap. V, §2t), un segment doit être
porte sur une droite donnée à partir d'un point donné, en sorte que
l'on obtienne un nouveau segment qui lui soit '< ~GAL ):.

Une de ces conventions faite, t'axiome d'Archiméde s'énoncera
ainsi

V. Soit A, un point yMe/co/t~Mesitué sur une droite entre les points

quelconques donnés A et B. Construisons alors les points A,, A,, A <
(~g'. ï3) tels que A, soit situd entre A e< A,, que A~ soit ~«e' <? A,
et A,, igue A, soit situéentre A, etA, ainsi de suite, ci tels en outre



que les segments
AAj, A)A,, AfA,, AtAt,

soient e'gMM~c entre eux. alors dans la série de points Ay, A,. A~
M7M<c7ia toujours un certain point A,, tel que n soit situé entre A et A,

L'atome d'Archimede est un axiome linéaire.

Note ('), Hemat'quons qu'aux cinq précédents groupes d'axiomes
l'on peut encore ajouter l'axiome suivant qui n'est pas d'une nature
purement géométrique et qui, au point de vue des principes, mérite

une attention particutiere.

AXMMK t)'<ST~K)T<! ( ~&'<t!<f/<~e<<) (').

Au système des points, droites et plans, il est impossible f/'a~o<w/~
f/'aM~ de manièreque /e ~/e/Kcainsi généralisé formeune /!M<-
velle ~o/Me/ne où /<~ axiomes des cinq groupes 1-V soient torts t'er~'M

<w ~'<!<<M termes: les éléments de la Géométrie forment K/! ~nf
~'A/'M qui, si /'UA< conserve tous les axiumes, n'est susceptible <oMt'K/<e

<'a?<eM!'o/

Cet axiome ne nous dit rien sur l'existence de points limites ni sur
la notion de convergence; néanmoins l'on peut en l'invoquant démon-
trer ce théorème deBotzanoon vertu duquel, pour tout ensemble de
points situés sur une droite entre deux points de celle-ci, il doit tou-
jours nécessairement exister un point de condensation. La vatem' de
cet axiome au point de vue des principes tient donc à ce que l'exis-
tence de tous tes points limites en est une conséquence et que, par

( ) M. tMbert a bien voutu écrire cette Note inéditepour la traductionde son AMmoirc.
ainsi qu'une longue addition à la conclusion.Le traducteursaisit avec empressementcetn-
uccasion pour présenter ici ses très cordiaux remerciements ù M. L. Gérard, professeur
au Lycée Cbartomagne, et & M. P. StMtet, professeur M t'Universito da Kio!, pour leurs
précieux conseils et leur xido dans la correction des éprouves. Il no suurait oublier non
plusdo remercierencore une fois M. !ti!bprt et M. Toubner d'avoir autorisé iu pubtieation
do ee Mémoire.

(') Comparer ma Communication a la réunion de savants tenue à Munich en ~()
<y<'Ae<' <~M Z<f~r{'(~c)'K'/«e (/er DM<Mc/w)~f<t</<e<M<!tMe~~i*~<'MfgT<n, )goo).

· tJ.thmHMT.



suite, cet axiome rend possible la correspondanceunivoque et revêt'.sible des points d'une droite et de tous les nombres réets. D'aitteurs,
dans le cours des présentes recherches, nous ne nous sommes servi
nulle part de cet axiome d'intégrité ».

#90-

CHAPITRE Il.

LA KON-COKTRAOtCT!OH ET L'iKD&PBK&AKCE DES AXIOMES.

§9.

La non-contradiction des axiomes.

Les axiomes des cinq groupes d'axiomes dont nous avons parlé dans
le Chapitre 1 ne sont pas en contradiction, c'est-à-direqu'il n'est pas
possible d'en déduire par un raisonnementlogique une proposition qui
soit en contradictionavec un de ces axiomes. Pour le prouver il suffit
d'assigner une géométrie où l'ensemble des cinq groupes soit vérifie.

A cet effet, considérons le domaine Q de tous les nombres atge-
briques qui prennent naissance, lorsque, partant du nombre t, l'on
cn'ectue un nombre fini de fois tes quatre opérations, addition, sous-
tt'Hction, multiplication,divisionet une cinquièmeopération y't + <)~
ou <Ddésigne chaque fois un nombre ayant déjà pris naissance par le
moyen de ces cinq opérations.

~!ous regarderons un couplede nombres(a?,~) du domaine Q comme
un point et le rapport (K:f:<f) de trois nombres quelconques de û,
pourvu que M, v ne soient pas tous deux nuls, comme une droite; enfin
l'équation

«.r+<'y-)-tf=o0
exprimera que le point (.c,~) est situé sur la droite (M:c:~). Alors,
comme c'est facile à reconnaitre, les axiomes 1,1-2et III sont vérifiés.
Les nombres du domaine jû sont tous réels; si nous considérons que



ces nombres peuvent être ranges par ordre de grandeur, nous pouvons
aisément faire par rapport a nos points et droites des conventionstelles
que les axiomes de distribution H soient tous vérifiés, En effet, soient
(~).~).(~'9.<).(-ya)" des points quelconques sur une droite,
leur distribution sur la droite sera celle de l'ordre écrit ci-dessus, si
les nombres~ ~.a?, ou les nombres sont ou bien
tous décroissants, ou bien tous croissants dans l'ordre ci-dessus; enfin
pour vérifier la condition do l'axiome !î, 5 il suffit de convenir que
tous les points (x, y), tels que Ma?+<+.M'~o, soient respectivement
situés ou bien d'un côté ou bien de l'autre do la droite (M:<H').

On voit aisément que cette convention s'accorde avec celle qui la
précédait et qui déterminait déjà l'ordre successifdes points sur une
droite.

Les déplacements des segments et des angles se feront suivant les
méthodes connues de la Géométrie analytique. Une transformation
do la forme

,_(!a &~r~~~'+<
& a'r&ir~

d'angle <ïCOE, 0 étant le centre de rotation, un point quel-
conque (x, y) se transformera en un point (a?') où

<r' == ;c + a,

~'=~.+t
permet d'effectuer la translation des segments et des angtes. Enfin, si
l'on désigne le point (o, o) par 0, le point (t,o) par E et un point
quetconque (a, b) par C (fig. t4). alors, au moyen d'une rotation



appartient au domaine C, avec nos conventions, les axiomes de cou-
~'uence tV sont aussi vérinés et il en est évidemment de même de
)'axiomed'ArchimedeV.

De tout cela on conclut que toute contradiction dans les consé-
quences tirées de nos axiomes devrait aussi apparaître dans t'arithmé-
tiquedudomaincQ.

r
Les considérationsanalogues relatives it la Géométrie de l'espace ne

présenteraientaucune difficulté.
Dans tes développements qui précèdent, si l'on choisissait, au lieu

,lu domaine S, te domaine de TOL's les nombres réets nous obtiendrions
t'gatcment une géométrie où l'ensemble des axiomes t.V serait aussi

tvérifie: mais pour notre démonstration il suffisait d'employer le do-
fnaine Q qui renferme seulement un Exs~tULE uËxoMtiXAULE d'étéments.

§10.

Indépendancede l'axiome des parallèles (Gëomôtrie non euclidienne)
)

Maintenant que l'on a reconnu la non-contradictiondes axiomes, il
''st intéressant de recherchers'its sont tous indépendants.

Or, nous allons voir, en effet, qu'aucun des axiomes ne peut être
déduit des autres au moyen de raisonnements logiques.

D'abord, en ce qui concerne les divers axiomes des groupes Il
et IV, il est facile de démontrer que les axiomes d'un même groupe
.sont tous indépendants(').

ensuite, dans notre mode d'exposition, les axiomes des groupes 1

et If sont le fondement de tous les autres axiomes, en sorte qu'il suf-
tira de démontrer que chacun des groupes tY et V est indépen-
dant des autres.

(') Comparermon Cours sur la Géométrie euclidienne (semestred'hiver tSgS-tfigt)),
autograpitio pour mes auditeurs, d'après la rédactionde M. )c !)' von Schaper.

~~=~VI1 tt

Mfttntenant, puisque le nombre



La pMMtÈHt! aHirmation de l'énoncé de l'axiome des parallèles peut
être démontrée au moyen des axiomes des groupes Il, tV. A cet
effet, joignons tepointAdonnéàunpointquotconqucBde la droites.
Soit ensuiteC un autre point quelconque de cette droite. Par te point A

menonsdans le plan K et du cote de la droite AH, où n'est pas situé )c
point C, une droite formant avec AD un angle congruent a <~ABC. J~
dis que cette ligne passant par A ne coupera pas la droite a. En enet.
supposonsqu'elle coupe cette droite ? au point D et supposons que B
soit situé entre D et C, nous pourrions alors trouver sur a un point t)
tel que B fût situé entre D et D' et qu'on eût en outre

AD e Bt)'.

De la congruence des triangles ABD et BA!)' résumerait la con-
gruence

<l:ÀB!)-<BAD',
1

et comme les angles ABD' et ABD sont supplémentaires, l'on voit, en
se reportant au théorème XII, que les angles BAD. BAD' devraient
l'être aussi; or en vertu du théorème 1 il ne peut en être ainsi.

La deuxième affirmation renfermée dans l'axiome des paraiiHes H!
est indépendantedes autres axiomes; on le démontre de la manière
connue et le plus simplement comme il suit On choisira, comme etf-
ments individuelsd'une Géométrie de t'espace, les points, droites et
plans de la Géométrie ordinaire construite au § 9, en ne considérant
que ce qui est renfermé dans une sphère fixe; on définira alors tes
congruencesde cette Géométrieau moyen des transformationslinéaires
de la Géométrie ordinaire qui transforment en elle-même la sphère
fixe.

En faisant des conventions convenables, on reconnait que, dans
cette « Géométrienoneuclidienne», tous les axiomes sont vérinés hormis
l'axiome euclidien III; et comme la possibilitéde la Géométrie ordi-
naire a été démontrée au § 9, celle de la Géométrie non euclidienne
en résulte immédiatement.



§11.

Indépendancedes axiomes de congrueace.

Nous reconnaitrons l'indépendance des axiomes de congruenceen
démontrant que {'axiome IV, 6, ou encore, car ceta revient au même,
tjue le premier théorëmo do congruence des triangles, c'est-à-dire le
théorème X, ne peut être déduit des axiomes restant au moyen de rai-
sonnements logiques.

Nous choisirons encore comme élémentsde la nouvelle Géométrie
de l'espace les points, droites et plans de la Géométrie ordinaire nous
définirons aussi le déplacement des angles comme dans la Géométrie
ordinaire ainsi qu'il a été exposé au §9, par exemple. Mais au con-
traire, le transport des segments, nous le définirons d'une autre façon.
Soient deux points A,. A~ qui, dans la Géométrie ordinaire, ont pour
coordonnées.r,,j' et~ nous nommerons alors longueur
du segment A,A~ la valeur positive de l'expression

et nous dirons alors que deux segments quelconques A, A~ et A~
sont congruents lorsqu'ils ont même longueur au sens que l'on vient
de dé(!n!r.

H est clair que dans la Géométrie de l'espace, ainsi définie, les
axiomes ï, tt, !!f, tV, 1-2, 4-5, V sont vérinés.

Pourdémontrerqu'il en est de même de l'axiome tV, 3 prenons une
droite quelconque a et sur cette droite trois points A,. A,, A, tels
que A, soit situé entre A, et A,. Supposons les points x, y, s de la
droite a donnés par les équations

où A, i, j~ v, désignent certaines constantes et < un paMmetre.Si~ [~<;< /,<jsonHesva)eut'sduparamëtrcquicorres-

~(-T)– a-i+~'t –)'+ (J't–~i)'+ (!)',

~=~.<-t-)/,
)-=p.<-i-
s=v<+~,



pondent aux points A,, A,, A, nous aurons pour longueurs des trois
segmentsA<A,, A,A, et A, A, les expressions respectives

0 ayant pour coordonnées.r = o, == o,
A a a?~t, ~==0,

n ~~o, ~=t,
C ~=.}, ~==~.

Dans les deux triangles (rectangles) OAC et OBC (fig. t5) les
angles en C et les côtés BC et AC sont respectivement congruents

puisque le coté OC est commun et que les segments AC et BC ont
pour même longueur y. Au contraire, les troisièmes côtés OA et OB
ont pour longueurs respectiveset ~2 et, par suite, ne sont pas con.gruents.

Il ne serait pas diMciie d'ailleurs de trouver, dans cette Géométrie,
deux triangles pour lesquels l'axiome IV, 6 tui-meme ne serait pasvérifié.

et par suite la somme des longueurs des segments A, A, et A,A, est
égate à la longueur du segmentA, A,. Or ce fait est précisémentla
condition pour que t'oxiome IV, 3 soit vérifié.

Mais l'axiome IV, 6 ou plutôt le premier théorème de congruencedes triangles n'est pas toujours vériNé dans cette Géométrie.
Considérons, en effet, dans le plan == o les quatre points

(<)!~+~)'-t-+~),1,

(<)f~+~)'+~'+~l,

(<<t) f\/(~+~)'+~'+V'j,1,



§i2.
Indépendancede l'axiome de la continuité V.

(Géométrienos archimedienne.)

Pour démontrer l'indépendancede i'axiomc V dit ~4rcA<n!c, il

nous faut construire une Géométrie ott seront vérifiés tous les axiomes
ù t'exception do cet axiome en question (').

A cet effet, construisons le domaine Q(/) de toutes les fonctions
algébriquesde/, qui proviennentde < au moyen des quatre opérations
addition, soustraction, multiplication, division, et de la cinquième
opération \/I-+-c~, où M désigne une fonction quelconque, déjà
obtenue au moyen de ces cinq opérations. L'ensembledes éléments de
U(<) do même qu'il en était précédemment de Q est un ensemble
dénombrabtc.Les cinq opérations peuvent être toutes effectuées d'une
manière univoque et réelle. Le domaine Û(<) ne renferme donc que
des fonctionsde < univoques et réettes.

Soit c une fonction quelconque du domaine û(t); la fonction c
('tant une fonction algébriquede < ne peut jamais s'annuler que pour
un nombre fini de valeurs de et, par suite, la fonction c sera, pour
des valeurs positives suffisamment grandes de ou bien toujours po-
sitive, ou bien toujours négative.

Nous regarderons maintenant les onctions du domaine <Q(<) comme
une certaine espèce do nombres complexes; dans le système numé-
rique complexe ainsi défini, il est clair que les règles usuelles de
calcul sont toutes vérifiées. Enfin a, b désignant deux nombres diu'é-
rents quelconques de ce système, nous dirons que te nombre a est
plus grand ou plus petit que b ce qui s'écrira a;>&oua<
suivant que la différence c = a b, regardée comme fonction de~,
prend pour des valeurs sunisammentgrandes de < une valeur, ou bien
toujours positive ou bien toujours négative. En adoptant cette conven-
tion, il est possible (le ranger par ordre do grandeur les nombres de

(') Dans son Livra d'une portée si profonde (C/wtf/~e < Ccome~e, traduction
A. Sehep)). t~ipxig; t8j)(). M. G. Veronesc a aussi fuit des recherche!! relatives àt'edifi-
cation d'une Géométrieindepondantade t'axiomo d'Archimede. < U. tttt.BMT.)



notre système numérique complexe, suivant une distribution analogue
:) celle que l'on emploie pour tes nombres réels; on reconnaît
aisément aussi que les tbéorëmesqui consistent à dire que les inéga-
lités subsistent, lorsque à chacun de leurs membres on ajoute un même
nombreou lorsqu'on y multiplie chaque membre par un même nombre
>o, sont égalementvérifiés dans notre système numérique complexe.

Maintenant, si l'on désigne par n un nombre entier positif rationnel
quelconque. il est clair que pour les deux nombres n et t du domaine
Q(~) t'inégatité n <: sera vérifiée, car la difTérence /< < regardée
comme fonction de t sera toujours négative pour des valeurs positives
de suffisamment grandes. Nous exprimerons ce (ait comme il suit
Les deux nombres t et 1 du domaine Û(~), qui tous deux sont >o,
jouissentde la propriété qu'un multiplequelconque du premier sera
toujours plus petit que le second de ces nombres.

Ceci posé, au moyen des nombres complexesdu domaine Q(<) nous
édifierons une Géométrie, absolumentcomme nous l'avons fait au § U
où nous avons pris pour base les nombres algébriques du domaine Q.
Nous regarderons un système de trois nombres(~ s) du domaine
Q(<) comme un point, et les rapports (M c <p r) de quatre nombres
quelconques du domaine O(~), tant que u, < r ne sont pas tous
nuts, comme un plan; enfin l'équation

·

M.<'+t't-tt~-t-=:oo
exprimeraque le point (x, y, s) est situé dam le plan (M p ? r),
et la droite sera l'ensemble de tous les points situés dans deux plans
à la fois. Si nous adoptons alors relativement à la distribution des été-
ments ainsi qu'aux déplacementsdes segments et des angles des con-ventions tout à fait analogues à celles du § 9, nous obtiendrons une
CeoM<~t'e non a/r~'Me~/t/te, où, comme le font voir tes propriétés
que nous venons d'exposer du système numérique complexe Q(<).
tous les axiomes sont vérifiés, hormis l'axiome d'Archimède. Un effet,
sur le segmenta nous pouvons porter le segment t en le faisant glisser
bout à bout un nombre infini de fois sans jamais arriver à atteindre
l'extrémité du segment 1; or, cela est en contradiction avec t'axiome
d'Archimedc. -».



CHAPITRE III.

THÉOME DES PROPORTIONS.

§i3.
Systèmes numériques complexes.

Au début de ce Chapitre, nous allons présenter quetques notions
préliminaires sur des systèmes numériques complexes, qui nous
seront plus tard utiles, en particulier, pour faciliter l'exposition.

L'ensemble des nombres réels forme un système d'êtres ayant tes
propriétés suivantes

THÉORÈMESDE L'ASSOCtATtO!)(i.l2).
1. Du nombre a et du nombre b provient par ADDITION, un nombre

déterminé c, ce qui s'exprime ainsi

0-+-&=.C ou C ==<!+&.

2. JI y a un nombre déterminé on le nomme o tel que pour
tout a l'on ait simultanément

a+o==<! et o+<<t=a.
3. Si l'on désigne par a et b des nombres donnés il existe toujours

un et un seul nombre x, et de même un et un seul nombre y, tels que
l'on ait respectivement

a~==&, ~+<!==&.

4. Du nombre a et du nombre b provient encore d'une autre
manière, parMCL'npucATtON, un nombre déterminé c, ce qui s'exprime
ainsi

a&=:cc ou c==a&.

a. H y a un nombre déterminé on le nomme tel que pour
tout a l'on ait simultanément

<=<!a et ).«==a.



6. Si l'on désigne par a et b des nombres quelconques donnés,
a n'étant pas nu!, il existe toujours un et un seul nombre a?ct de même

un et un seul nombrey, tels que l'on ait respectivement

<t;B==&, ~a=&.

Si l'on désigne par a, b, c des nombres quelconques, les règles de
calcul suivantes sont toujours vérifiées

7. a+(&-)-c)=(o'+&)+e.
8. <!+&==&+a.
9. <~e)==(a&)c.
10. <!(&+e)=<!& -t-ac.
it. (<ï+~)e=a<)-&c.
12. <!&==Aa.

TuÉOttÈMES DE LA MS'HUBUTM!! (13-16).

13. Si l'on désigne par a, b deux nombres quelconques distincts, il

y a toujours un de ces deux nombres (par exemple a) qui est plus
grand (;>) que l'autre; ce dernier est dit alors le plus petit, ce qui
s'exprime ainsi

a > b et b < a.N>& et &<«.

14. Lorsque a ~>& et &;>con a aussi

<!>C.

15. Lorsque a ~> b, l'on a toujours aussi

<!+C~>t-Cc et C-t-<!>C-)-&.

16. Lorsque a ~> & et c ~> o i'on a toujours aussi

ac > &c et ca > c&.

THÉORÈME n'AROMÈOE (17).

17. Si <ï~>oet&~>o désignent deux nombres quelconques, il est
toujours possible d'ajouter a à !ui-meme un nombre de fois suffisant



pour que la somme qui on résulte ait la propriété

<t+<?+~+.<-<!>&.

L'n système d'êtres qui ne possède qu'une partie des propriétés i.i7
sera dit un ~~e numérique complexe ou tout simplementun ~-f/<'w
~M/?<c'«e. Un système numérique sera dit afcAtMM/t'M ou bien ~fw
M/r~~Mseton qu'il vérifie ou non la condition t7.

Parmi les propriétés i-17, exposées ci-dessus, il y en a qui sont la i
conséquence des autres, î) y a lieu de rechercher la dépendance lo- ')

gique de ces propriétés. Dans le Chapitre Yt, §32, §33, nous répon- 1
drons à deux questions de cette nature en raison de leur grande portée
en Géométrie; en attendant, nous nous contenteronsd'affirmer ici que
la dernière condition, i7, n'est aucunement la conséquence logique
(les propriétés restantes; en effet, nous avons déjà vu, par exemple,
que le système numérique complexe Q(<) considéré au § t2 possède
toutes les propriétés i-i6, et cependant ne vériue pas la condition {7.

§ H.

Démonstration du théorème de Pascal.

Dans ce Chapitre comme dans le suivant, nousallons prendre comme
base de nos recherches les axiomes pLASAnuss de tous tes groupes,
exception faite pour l'axiome d'Archimède, c'cst.à-diretes axiomes
t-2 et H-IY. Dans ce Chapitre !ti, nous nous proposons,au moyen des-
dits axiomes, d'établir la théorie euclidienne des proportions, c'cst.à-
dire que nous allons rétablir ~a~ plan et indépendamment de
/'aj?<o/Me ~lrcA<'m<<f/c.

A cet effet, nous démontrerons d'abord une proposition qui est un
cas particulierdu cétebre théorème de Pascal sur les coniques, et que
je désignerai dorénavant, pour abréger, sous le nom de ~ebre~e f/c
/'a.M'<~ en l'énoncant comme il suit

THÉORÈME XX! (TH&O~ME DE PASCAL). Soient A, B, C (/ 16) et
A'. B'. C' des points situés respectivement trois par trois sur deux <~H'/M



qui se coupent, e< ~<c~ f/M point d'intersectionde ces <Aio< Si CB'
est parallèleà BC' CA' à AC', je disque BA' sera parallèle à AB' (' ).

Afin de démontrerce théorème introduisons d'abord les notations
suivantes

Dans un triangle rectangle (~ ty) le côté a de l'angle droit est

détermine d'une manière univoque par l'hypoténuse c et par l'angle à
la base a compris entrec eta c'est ce que nous exprimerons en abrégé
au moyen de la notation symbolique

a= etc.
Ainsi le symbole ac désignera toujours un segment bien déterminé,
pourvu que c désigne un segment quelconque donné et wun angle aigu
quetconque donné.

Maintenant soit c un segmentquelconqueet soient M, deux angles
aigus quelconques,je dis qu'alors la congruence segmentaire

Ctpc~~ffc

a toujours lieu et que, par suite, les symboles a, sont échangeables.

(') M. F. Sohur a pubtie dans io tomo LI des ~«<A. ~t/M<e« une in~reaMnte d6-
toonatration du thfQr&tne de Pascal, basde sur tous tes axiomes t.H, tV.

(D.n)MEKT.)



Pour !e démontrer prenons )e segment c==AB (/g-. 18); portont!, en
prenant A comme sommet, de part et d'autre de ce segment lesangl esa
t't P: puis. du point B, abaissons sur les deux autres côtés de ces

angles <t et tes perpendiculaires BC et BD; enfin du point A menons
la perpendicutaire AE à CD.

Cela posé, les angles <~ACB et <~ADB étant droits, les quatre
pomts A, B, C, D seront situés sur une circonférence et, par suite, les
deux angles <~ACD et <~ABD inscrits dans un segmentsous-tendupar
la même corde AD seront congruents. Or, <~ ACD et <~CAH forment
cnsembte un angle droit et il en est de même de <~ ABU et de <~ BAD;
par suite, les angles <~ CAE et <~ BAD sont congruents, c'est-à-dire
(lue

<<C~Ës~
d'où

< !)AE s K.

De ):) réxuttent immédiatementles congruences segmentaires

(SesAD, efc=AC
<!t,5csi!:(AD)sAE. pxc~,3(AC)=AE

ce qui démontre l'exactitude de tacongruence dont il était question.
Revenonsmaintenant a la figure du théorème de Pascal et désignons

par 0 le point d'intersection des deux droites et désignons les seg-
ments OA. OB. OC; OA'. OB', OC' CB', BC'; CA', AC': BA'. AB'(/ 13)
respectivement para. c; a'. b', c'; m, m'; n, Du point 0.
abaissons ensuite des perpendiculairesà/, in, n. La perpendiculaire a/ 1

formera avec les deux droites OA, OA' des angles aigus que nous dési-
gnerons respectivement par X'. X, de même les perpendiculairesà w



et à n (bt'meront avec les marnes droites OA, OA' desangles aigus que
nous dÉsigneronsrespectivementpar et Maintenant,si nou~exprimons ces trois perpendiculaires, ainsi qu'il a été p~cedemment
indiqué, au moyen des hypoténuses et des angles adjacents à celles-ci
dans les triangles rectangles qui teur correspondent, ce qu'il est

0 a~

possible do fitirc de deux manières, nous obtiendrons les trois con-
~ruences segmentaires

(') ~.f~).'c,
(~) ~a's~'c,
(~ V<Ë5V'&.

Maintenant/, par hypothèse, devant être paraHHe à etw devant
t'être de même à m', les perpendiculaires abaissées du point 0 sur/'
et w* devront respectivement coïncider avec les perpendiculaires
abaissées de ce point sur /et m; et l'on aura, par suite,
(4) ).c's).'&,
(~) ~c'cs~'a.

Cela posé, si nous multiplions symboliquement chacun des deux
membres de la coogruence (3) par le symboleX' en nous souvenant
que, d'après ce qui a été déjà établi, les symboles dont il s'agit sontéchangeables, nous trouverons

~'j.t<B3V'~).'&.

Dans le premier membre de' cette congruence ayons égard a la va-leur donnée par (2) pour ~a' et dans le second membre à la valeur
donnée par (4) pour ~&! il viendra

wr
V~t'CSBT/~).C'



'm encore ~Tes~c'.
Uans le pt'cntier membre de cette dernière congruence avons é~ard

n ()), dans le second memttre a (5), il viendra

'EBy'Ma
ouencon'

~Jt'X/S~'V'K.

De cette congrucnee, en raison de la signit~ation de nos symboles,
nnus concluons i)))(ncdiatemc))t

~V~3~'T/<?;i
d'un, cniin,

(C) ~'=3-/<

Of, si nous considérons la perpendiculaire abaissée du point 0 sur/<
''t fesperpendicutairesmenées à ce))e-ci du point A et du point B', )a

''ongruence (G) nous montrera que les pieds do ces deux dernim'es
j'o'pendicutah'es coincident, c'est-à-tiit'e quf' la dt'oite~AB'coupe

angle droit ta perpendiculairea /< et, par suite, est para))e)e a /<. Le
théorème de Pasca! est donc démontre.

Htant donnés une droite quiconque, un point en dehors de cette
droite et un an~e que)conque,t'onpeut evtdemmcnt, en transportant
''et angle et en traçant une paraHUc, trouver une droite qui passe parl'
Je point donné et coupe la droite donnée sous )'ang)e donné.

Grâce a cette construction, nous pouvons encore onptoyer pour t.)

démonstration du théoceme de Pasca) )c raisonnement très simple qui
suit et que je dois a une bienveihante communication

Parte point B(~. 20) l'on mènera une droite qui coupe OA' au
point D', sous un angle OCA' te) que la congruenee

«') <t:OCA.'=s<Ot)'B

soit veritiée; alors, en vertu d'un théorème bien connu de la théorie du
t'erctc, CBD'A' est un quadrilatère inscriptibtc, et par suite, en vertu
<!u théorème rotatif a la congruence des angtcs inscrits dans !c même



segment, on a la congruence

('<*) <OnA's~OD'C.

Puiaque ÇA' et AC' sont, par hypothi-se. pat'a))i')es. t'en a aussi

~') <OCA's3<ï:()A<

et de (t*) et (3*) résulte encore

<OD'Bss~OAC'!

tn:u:} )e quath'itatët'e BAD'C'estalors aussi un quadt'itatt're inso'ipti)~

et, en vertu du théorème relatifaux angles d'un tel quadritatere, on :)
la congruence

(~) <OAD's <xOC'i;.

Or, comme CB' est, par hypothèse, parallèle a BC', nous aurons
aussi

(.) <OB'Cs<:OC'B;

de (.) et do (5*) l'on tire la congruence

~OAD's 4:OB'C!

cette dernière nous fait voir que le quadrilatèreCAD'B'ost aussi un
quadrilatère inscriptible, et par suite que l'on a encore

(6*) <OAB's <Ot)'C.



De (a*) et (C*) t'en tire

<Ot)A's<OAB'.

t'ongrupnce qui nous apprend enfin que BA' et A8 sont parattetes.

comme le veut le théorème de Pascal.
Si D' coïncidait avec un des points A', B', C', i) serait nécessaire de

faire a cette méthode de démonstration une tegerc tModiticatiun, (ju'it
est facile d'apercevoir.

§ 15.

Un calcul segmentaire basé sur le théorème de Pascal.

Le théorcfne de Pascal, démontre dans le paragraphe précèdent,
nous permet d'introduire dans la Géométrieun calcul sur tes segments
où seront vérifiées sans modification toutes les opérationsde calcul

«ur les nombres réels.
Au lieu du mot congruent et du signe ==, nous ferons usage, dans

ce calcul segmentaire, du mot égal et du signe ==.
A, B, C (fig. 20~) étant trois points sur une droite, et B étant

situé entre A et C, nous désignerons c =AC sous le nom de .~w:/M<?
des deux segments a = AB et b = BC, et nous écrirons

C==<f-t-&.

Les segments a et & sont dits plus petits que c, ce qui s'écrit

< c, < c,

et c est dit plus grand que a et que b, ce qui s'écrit

e > a, c > &.

Des axiomes linéaires de la congruencc IV, i-3, )'on conclut aisé-
ment que pour l'addition des segments, telle que nous venons de la



définir, la loi AssoctAïtVE

<t-)-(t-)-c)~= (<!+<<) -h C

ainsi que ta toi coxMtjfATtVt!

« + &==;&+~

sont toutes deux vét'iftees.
Pour <)e(!nit' géométriquement lo produit d'un segment a par u)t

segment b, nous emploierons la construction suivante ~ous dtûisi-
rons d'abord un segment quiconque qui restera le m''mc dans toute
cette théorie, et nous le désignerons par t. Sur le côté d'un angh'
droit nous porterons, !t partir du sommet 0 (fig. 2<). d'abord te t-t'K-

ment t, puis le segment b; sur l'autre c6t6 de l'angle nous porterons.
à partir de 0, te segment a; joignons alors les extrémités des seg-
ments i et a par une droite; à celle-ci nous mènerons ensuite un''
paraHete par l'extrémité de &; cette parallèle déterminera sur l'autre
côté de l'angle un segment c; ce segment c nous Je nommerons )c

/w</M~du segmenta par !c segment b, et nous écrirons

c = «&.

Avant tout, nous allons démontre!'que, dans la multiplication des
segments telle que l'on vient de la définir, la loi coMm-rn'E

<!&==&<?

est toujours verinec. A cet effet, construisons d'abord de la manière
que l'on vient de décrire le segment ab (~ aa). Portons ensuite, à
partir du point 0 sur le premier côté de l'angle droit, le segment a, et
sur le second le segment b. Joignons alors t'extremite de t a t'pxtt'e-
mité de b, située sur l'autre côté de l'angle droit, par une droite, et



menons une pa)'a))f)e il cette droite par t'extremitc de a située sut' le
premier côté de l'angle droit. Cette parallèle detct'minet'a. pa<' son in-
u't'scction avec le second côté de l'angle droit, le segment <'o'; ot'.
t'tunnx' te fait voir ta as, ce segment 6a ccmcittc, en vertu

(tu paraHetismc des lignes auxiliaires ponctuées [theorctne de Pasca)1
~XX!)j, avec le segment a& déjà construit.

Pom'démontrer,dans notre multiplicationdes segments, la loi Assn.
CtATtYHh:

«(&e)==(a~)c,

construisons d'abord le segment <7=&c(~j. ~3). puis da ensuite te

segment e==&a, et enfin ce. En vertu du théorème de Pascal, les ex-
trémités de da et de ec coïncident,comme on le voit clairement sur la
/!g. a3, et, si l'on applique alors la loi commutative qui vient d'être
démontrée,on en tire la précédente formule, qui exprime la loi asso-
ciative de la multiplicationsegmentaire.



Eniht, dans notre ca!cut segmentao'e, )a toi utST)))))['))Yt:

«(&-t-c)==<!& ~«C
t'i!tc~t)ten)entv6)'hh'e.

PouftH d<)uonU'er. construisons tes sfgmt'nts~, ~<ct ~)-c)
(~' s')), et. par i'cxtn'mité du segment c(<'<K'f ta/ ci.dcss~us).

menons une paraUete a l'autre côté de l'angle droit. La congrucncc
des deux triantes ombres dans)a/ xt et l'application du theon'mc
de la eongrucnce des côtes opposes d'un para))c)ogratnmc t'um'nisscnt
)a demonstt'ation deotandee.

Si l'on désigne pa)' & et c deux segments (juctconques. il cxistt- tou-
jours un segment a tel que l'on ait c = o&; ce segment a est (h'-si~m-

pa)' )a notation et se nomme le quotient (le c pat' A.

§ <6.

Les proportions et les théorèmes de similitude.

A l'aide du calcul scgmentait'c pfecitc, on peut etahtit' cunun<' il
suit la théorie d'Euclide des proportions sans pt'ett'r a aucun'' o))j''t.
tmn et sans taire usage de t'axionte d'Archinu'dt'.

Cox\EXTtOX. a, b, a'.&' désignant quatre segments quc)con<)m's,
ia ~n~)u/yw/<

b= bl<&=<&'
n'expriniera pas autre chose que t'cquation scgtncntah't'

ba'.



UKnxmux. Deux triangles sout dits ~w&/<!&/<t torsque tom's
.mgtes homologues sont congt'ucnts.

Tttt:ut(ÈMË XXtt. Si l'on désigne pm' a, & et «'. des côtes homo-
it~m's dans deux triangtes semblables, la proportion

<ï & = f<' &'

est yét'itu'e.

J)t':MoxsTttATiux. Considérons d'abord te cas particulier ou les
an~tes contpris entre a et & et entre a' et &' (~. a5) dans les deux

tt'mnsks sont droits, et supposons que les deux triangles aient été
t«us deux portés sur un même angle droit. Sur l'un des côtés de l'angle
droit, portons alors, a partir du sommet 0. le segment ), et, par l'ex-
trémité de ce segment, menons une parattetc aux hypoténuses des
deux tt'iangtes. Cette paraHete déterminera sur l'autre côté de l'angle
droit un segment e; or, en vertu de notre définition du produit de
deux segments, on aura

<'==ea, </=-M',
d'oùil

ab'= ba',
c'cst-a-dire

a:&==<
Passons maintenant au cas généra). Dans chacun des deux t)'iang)ps

sembiables déterminons les points d'intersection respectifs S et S'
des troisbissectrices, et de ces points abaissons les perpendiculaires
respectives yetr' sur les côtés des triangtos.

Désignons les segments respectifs ainsi déterminés sur tes cotes



des tnangtM(/ a6) par

< &<.t ~a. Ça, Ct,r
et par

ab. a",1 hl b'
a.

Ca,l CI>;~) a., & e., Ct;

H~

le cas particulier du théorèmeque nous venons de démontt'er fournit
les proportions

ab;r~ab;r', L~:r~L~:r'~~=~ ~=~
de ce!!es-ci, en vertu de la loi distributivc, on conclut que

<?:~=a' &:r=&
d'où, en se reportant a la loi commutativede la muttipticatton,

<&=<&
Du théorème XXH ainsi démontre nous tirons aisément le théo-

rème (bndamentat de la théorie des proportions que voici

THÉORÈME XXItI. StTo~ e~~e ~arct, & et <ï', li /<?~ M~/Me/ ~t.
/MC~<eo<Mr~«a'~ro/M~r c~ <M/: a/~ ~&o/!yMc,
la p~yw«o~

(!:&==<&'

est MM/OM~ M'r~C.
~C~yM6/KM/, ~yMC yMO/~M~ a, &, 0', &' W~CH< C<?~CD/M-

/MM<«w, si ~'OM /wr/e a, a' &, &' sur c~e~ T~~c/t/t <«/! aH~
~M~KW~Me, ~0<<M ~Mt /0~M/ ca7//1C/K//<~ ~~ec~'f~ de a, A <
a', &' M~< ~ara~'jf.



§17.

Les équations des droites et des pians.

Au système de segmentsprécédentment défini nous en adjoindrons

un second tout pareil; nous différencierons les segments de ce nou-
veau système de ceux du premier en tes marquant d'un signe dis-
tinctif et nous les nommerons « ~a~ » par opposition aux seg-
ments « positifs » considérésauparavant. Si nous introduisonsencore
le segment o déterminé par un point unique, alors, dans ce calcul
segmentaire généralisé, en adoptant des conventions convenables,
toutes tes règles de calcul relatives aux nombres réets. exposées

au § i3, seront vérifiées. Nous exposerons, par exemple, les propo-
sitions particulières qui suivent

On a toujours
<) =:t.(! ==<

Si ab = o, on a toujours

soito=:o, soit&=o.
Si t'en a

« > & et c > o,

il en résulte toujours
«c > &c.

Dans un plan <c, prenons maintenant deux droites se coupant sous
un angle droit au point 0 pour axes fixes rectangulaires, et portons
alors, à partir du point 0, des segments quelconques x, y sur ces
deux droites, et cela de l'un ou de l'autre côté du point 0, selon que
les segments x, y sont respectivement positifs ou négatifs. Ëtevons
alors des perpendiculaires aux extrémités dos segments précités et
déterminons leur point d'intersection P; les segments x,y sont alors
dits les coordonnéesdu point P tout point du plan a est déterminé
d'une manière univoque par ses coordonnées, que celles-ci soient po-
sitives, négatives ou nùlles.



Sott (~. a~) une droite quelconque du plan a passant par 0 ut
par un point C dont tes coordonnéessont a et &. Si i'on désigne ato's

Mt[.7.
Y

par x et y les coordonnéesd'un point quelconque de l,.nous tironss
aisément du théorème XXHa:
ou &=oo

comme équation de la droite
Si l' est une droite parallèle àet déterminant sur t'axe des x te

segment c, nous obtiendrons l'équation de la droite en rempla-
cant. dans l'équation de la droite le segmentsparte segment .c–c.
L'équation de la droite sera donc

&oy–Ac=o.
Do ces développements nous conetuons aisément, et indépendam-

ment do i'axiome d'Archimède, que toute droite d'un plan est repré-
sentée par une équation linéaire entre les coordonnéesx, et, réci-
proquement, que toute équation linéaire de ce genre représente une
droite, lorsque tes coefficients de cette équation sont des segments
appartenant à la Géométrie en question.

On démontrerait tout aussi aisément les résultats analogues dans
la Géométrie de l'espace.

A partir de là, tout le reste de la Géométrie peut se construire
d'après les méthodes usuellesde la Géométrie analytique.

Dans ce Chapitre lit actuel, nous n'avons jusqu'ici, nulle part, fait t



usage de t'axiomo d'Archimcdo. Si nous le supposonsvérifié ici, nous
pouvons alors, aux pointa d'une droite quelconque dans l'espace,
faire correspondre des nombresréels, et cela de la manière suivante

Choisissons sur la droite deux points quelconques, et attribuons !)

ces points tes nombres o et r. Partageons ensuite en deux parties
égales le segment or qu'ils déterminent et désignons-en le milieu

par puis le milieu du segment 0; par -< et ainsi de suite; après
oavoir répété n fois cette opération, nous obtiendrons un point auquel

il faudra attribuer le nombre Sur ta droite en question portons
alors successivement, à partir du point o et de part et d'autre de ce
pont, le segment o~. fois par exemple; aux points ainsi obtenus

attribuons les nombres respectifs et
De l'axiome d'Archimède on conclut alors aisément que, en vertu s

de la coordinationainsi opérée, tout point de la droite on peut faire
correspondre d'une manière univoque déterminée un nombre réet, et
cela de telle sorte que cette coordination jouisse de la propriété sui-
vante A, B, C désignant trois points quelconques de la droite aux-
quels correspondent les nombres respectifs «, {}. y, et B étant situé
entre A et C, ces nombres a, p, Y vérineront toujours ou bien t'inéga-
lité a < <: y, ou bien l'inégalité <x> > y. '1

Des développements du Chapitre HI, § 9, résulte clairement qu'ici, f

pour tout nombre appartenant au corps algébrique Q, il doit exister
un point correspondantsur la droite; mais reconnaitre si à tout autre
nombre réet correspond de même un point de la droite, c'est ce qu'on
ne peut faire d'une manière générale, cette question dépendant de la
Géométrie à laquelle on a auaire.

Au contraire, il est toujours possible de généraliser le systèmepri- 1.

mitifdes points, droites et plans au moyen d'éléments
« toÊAUx ? ou

« tRMTM~ELs a d'une manière telle que, sur une droite quelconque
de la Géométrie ainsi construite, à chaque systèmede trois nombres
réels correspondesans exception un point. Au moyen d'une convon-
tion convenable, on peut également faire que, dans la Géométrie
ainsi généralisée, les axiomes 1-V soientTous vérinés. Cette Géomé-



trie généralisée (par l'adjonction des éléments irrationnels) n'est
autre que la Géométrieanalytique usuelle de l'espace.

..r,o,
CHAPITRE IY.

THÊORIE DES AIRES PLANES.

§18(').
É~atitë par addition, ëgaUté par sonstraotion des polygones.

Nous prendrons comme base de nos recherches, dans le Chapitre
actuel IV, tes mêmesaxiomesque nousavons employés au Chapitre !H,
à savoir les axiomes planaires de tous les groupes, hormis l'axiome
d'Archimède,c'est-à-dire les axiomes î, t-a, et tt-!V.

La théorie des proportions exposée dans !e Chapitre tt! et le calcul
segmentaire qui y a été introduit nous permettent d'établir la théorie
d'Euclide des aires au moyen des axiomes précités, c'est-à-dire dans
/e/~S/t (/!<~M</<MKe/ </<' l'axiome ~fC~tM~.

Les développements du Chapitre 111 faisant essentiellement reposer

(') En ce qui concerne la théorie dos aires dans le plan, nons appelons avant tout
l'attention sur les Travaux suivants de M. Gt~M ?%<~e<& Doctorat N<r CA'M<<e
/<ot! euclidienne(t8a'!) et <?<&tm<fo'<e~<Me(Paris, t~. Ai. Gérard a exposé une théorie
tout à fait analogueà collo du §30 du présent Travail relativementà la mesure des poly-
gonos. La ditMrence est que M. Gérardemploie des transversalesparallèlos, tandisquemoi
je me sers do transversales issues d'un sommet. En outre, le lectour pourra comparerl'
tes Travaux suivants de F. ScuNB, où l'on trouve aussi une exposition analogue &<
bericllte der Do<pa~ ~<!<«~ Ge~ t89t, et ~.e/tW««'/f ona~tM~M Geornotrie,
Leipzig, tSaS, Introduction. Enfin, je renverrai encore à un Travail de 0. SroM
~M)9M~e.~ ~M<t<A. und ~-t., 5° année, t~ (Note de M. ~</&)

En outre, M. Gérard a encore traité la question des aires, par diverses méthodes,
dans le ~«~<M de ~~«(~«M ~<<e«!~< (mai tSoS), dans le Bulletindo la &)c<~
w<M~Me<~ de France (déoombro ~95 dans te Bulletin <<e ~fa~maf~Mélémen-M~ (janvier 1896, juin tS~, juin )~). (Note du traducteur.)



ta théorie des proportions sur !c théorème de Pascal (théorèmeXXI),
il en sera aussi de même de la théorie des aires. Cette manière d'éta-
blir ta théorie des aires me semble une des plus remarquables applica-
tions du théorème de Pascal dans la Géométrie élémentaire.

(:o~Ë!moN. Si l'on joint deux points d'un polygone P par une ligne
brisée quelconque contenue tout entière h t'intérieur du polygone,
on obtientdeux nouveauxpolygones P. et P, dont les points intérieurs
sont tous situés à l'intérieur de P; nous dirons P </<co~oo~e/!P,
et P,, CMbien P, et P, composent P.

DKustTMf:. Sont dits~c~c~.c'est-à-dire ~a~/Mra~
deux polygones qui peuvent être décomposés en un nombre fini de
triangles respectivement congruents deux à deux.

D~mMK. Sont dit /a~Mc~ ou von ~('c~/M /~<~e, c'est.
a-dire~t«a?/Mr<oM~~e«M,deux polygones auxquels on peut ajouter
des polygones égaux par addition, de manière que les deux polygones
ainsi composés soient eux-mêmes égaux par addition.

De ces définitions résulte immédiatementceci en réunissant des
polygones égaux par addition, on obtient encore des polygones eux-mêmes ÈGAux PAR ADOtTtON,et, si l'on soustrait de polygones égaux paraddition des polygoneseux-mêmes égaux par addition, les polygones
qui restentsont ÉGAUX PAR sousTMCDON.

Enfin nous avons les propositionssuivantes

THÉORIE XXIV. Deux polygones P, et P, égaux par addition à untroisièmeP, sont égaux entre eux par addition. Deux polygones égaux
par soustractionà un troisième sont égaux entre eux par soustraction.

DÉMOssTMTtox. Par hypothèse pourP,, ainsi que pour P~, on peutassigner une décomposition en triangles, telle qu'a chacune de cesdécompositions corresponde une décomposition de P, en triangles
congruents(/ 28). Si nous considéronssimultanément ces décom.
positions de P,, on voit d'une maniet'e générale que chaque triangle
de l'une des décompositions est décomposé en polygones par des
segments appartenant à l'autre décomposition. Nous introduis ns
alors un nombre sufnsant de segments pour décomposer chacun de
ces polygones eux-mêmes en triangles, et nous opérerons alors.



sur P, et P, les deux décompositionsen triangles correspondantes; il

est évident maintenant que ces deux polygones P, et Pt sont décom-

posés en un nombre égal de triangles respectivement congt'uents
deux à deux, et qu'ils sont, par suite, d'après la définition. égaux par
addition.

La démonstration de la seconde partie de t'énoncé du théorème XXIV

a lieu maintenant sans aucune difficulté.
Nous dé&nironsdo la manière ordinaire tes notions rectangle, &a~'

et hauteur <«M parallélogramme,base et hauteurd'un triangle.

§19.

ParaMNogrammeset triangles qui ont même base et même hauteur.

Le raisonnement bien connu d'Ëuciide. et qui est indiqué pur )a

/?F. 20. fournit !a démonstration de ia proposition suivante

TMËORÈME XXV. Deux parallélogrammesqui ont même base et

même hauteur sont égaux entre eux par soustraction.

On a ensuite la proposition connue

TxÈott&ME XXVI. Un triangle quelconque ABC est toujours égal

uaraddition à un certain parallélogramme de m6mc base et de hautfm'

moitié moindre.



i~MONSTRATiON. Prenons les milieux respectaD et E de AC et de
BC (fig. do) et prolongeonsDE de sa propre longueur jusqu'en F; les

F~s~

triangles DEC et FBE sont alors congruents et, par suite, te triangle
ABC et le parattétogrammeABFD sont égaux entre eux par addition.

Des théorèmes XXV et XXVI résulte immédiatement, en ayantégard au théorème XXIV, la proposition suivante

Tn~ÈME XXVII. Deux triangles qui ont même base et mêmehauteursont égaux entre eux PAR SOUSTRACTION.

On sait que d'habitude on démontre que deux triangles qui ontmême base et même hauteur sont aussi toujours égaux par addition;
remarquons néanmoins que celte<o~ ne peut avoir lieu sans~<M,b~ on peut, en enet, dans notre Géomé.trie non archimédiennc (voir Chap. ït. § 12) assigner sans aucunedifficulté deux triangles qui ont même base et même hauteur et qui,
par suite, en vertu du théorème XXVII, sont ËMux ..AR sousTRAC-not!.mais qui cependant ne sont pas ÉGAUX PAR ADDITION. Ainsi, nous pouvonsprendre pour exemple deux triangles ABC et ABD ayant AB == i pourbase commune et ayant pour hauteur j, le sommet C du premiertnangte étant situé sur une perpendiculaire à la base AB é)evée aupoint A, tandis que, dans le second triangle, le pied F de la hauteur
abaisséedu sommet D est situé de sorte que l'on ait AF = t.Tous les autres théorèmesde la Géométrie élémentaire qui se rap-portent à l'égalité par soustraction des polygones, en particulier lethéorème dePythagore,sont de simples conséquencesdes théorèmes
que nous venons d'énoncer. Néanmoins en poussant plus loin lathéorie des aires nous rencontrons uncdifticutté essentielle. En effet,



tes considérations développées jusqu'ici laissent encore indécise ta

question do savoir si par hasard tous les polygones ne seraient pas
égaux entre eux par soustraction. S'il en était ainsi tous les théorèmes
énoncés précédemmentne nous apprendraient rien et n'auraientaucuo

sens. Ensuite se présente la question plus générale de savoir si deux
rectangles égaux par soustraction et ayant un côté commun ont aussi
leurs autres cotés congruents, e'est-a-dire, si un rectangle est détcr-
tniné d'une manière univoque par un de ses côtés et par son aire.

Comme une considération plus attentive le fait voir, pour répondre

aux questions ainsi soulevées, l'on a besoin de la réciproque du
théorfntc XXVII, qui s'énonce ainsi

TuËOttËME XXVIH. Aû/'îy«e deux ~'«M~M c~d!M.p~< ~<~wc//o/<
OM< nt<?/?M base, ils ont aussi /!P<M!/W!~ méme ~M/CM~.

Ce théorème fondamental XX VIII se trouve dans tes /~M/< d'Ëu-
ctide au premier Livre, sous le numéro39. Pour le démontrer, Euctidc
invoque d'ailleurs cette proposition générale relative aux grandeurs
K~'?o ~ov ToO }A:pom~st~cv~Tftv, procédéqui revientt'introduction
d'un nouvel axiome relatif aux aires.

t) s'agit maintenant d'établir te théorème XXVIII et, avec ce
théorème, la théorie des aires, do la manière que nous nous sommes
propose, e'cst-a-dire uniquement à t'aide des axiomes planaires et

sans employer l'axiome d'Archimëde. A cet effet, il nous faut intro-
duire la notion de mesure des aires.

§20.

La mesure des aires des triangles et des polygones.

DÊt'ixrnoN. Si dans un triangle ABC (~g-. 3t) de côtés a, < <?

nous menons tes deux hauteurs ~,== AD,~= HE, de la similitude des
triangles BCE et ACD, nous tirons, en vertu du théorème XXH, ta

proportion
<7 /<t =

c'est-a-dire
«/)“= Mt;

par suite, dans tout triangle le produit d'une hase par ta hauteurcor-
H. 8



respondante est indépendant du côté du triangle que l'on prend pour
baao. Le demi-produit de ta base par ta hauteurd'un triangle A est dit
la mesure de /'<M'/r ~t< <f«M~/e A; nous ta désignerons par F(A).

Cosvt~Ttox. Un segment qui joint un sommet d'un triangle à un
point du côté opposé s'appetto une transversale. Cette transversale
décompose le triangle en deux autres de hauteur commune et dont
les bases sont situées sur la même droite. Une telle décomposition
s'appellera une ~co~o~/to~ transversale du /n<g7c.

THËOKËME XXIX. Un triangle A étant décompose n'importe com-
ment, par des droites quelconques, en un certain nombre fini de
triangles 4h la mesure do l'airo du triangle A est égale à la somme
des mesures des aires de tous les triangles A~.

DËHossTRATtos. De la loi distributive de notre calcul segmentaire
résulte immédiatement que la mesure de Faire d'un triangle quel-

conque est égale à la mesure des aires des deux triangles qui prn.
viennent du premier par une décomposition transversale quelconque.

Hg.

L'application réitérée de cette proposition nous fait voirque la mesure
de l'aire d'un triangle quelconque est aussi égate a la somme des me-
sures des aires de tous les triangles qui proviennent du premier,



lorsquo l'on opère successivementun nombre quelconque de décom-
positions transversates(/ 3a).

Pour arriver à faire la démonstration correspondant h une dé-
composition quelconque du triangte A en triangles ~t d'un som-
met A (flg, 33) du triang)c A menons par chaque point de division de

la décomposition, c'est-à-dire par chaque sommet des triangles A~, une
transversale; ces transversales décomposent Je triangle en certains
triangles Chacun de ces triangles est décomposé par les segments
qui déterminent la décompositiondonnée en certains triangles et qua-
dt'Uatëres.

Enfin, si dans chaque quadrilatère nous menons une diagonale,
chacun des triangles Ac est décomposé en certains triangtes~. Nous
nous proposons maintenant de démontrer que !a décomposition en
trianglesA~, aussi bien pour les triangles A~ que pour les triang)esAt,
n'est pas autre chose qu'une série do décompositions transversales.

En effet, il est d'abord évident que toute décomposition d'un triangle
en triangles partiets peut être effectuée au moyen d'une série de dé-
compositionstransvërsates quand, dans cette décomposition, il n'existe
pas de points de division à l'intérieur du triangle et quand, en outre,
un côté au moins du triangle ne porte pas de points de division.

On voit maintenant que ces conditions sont vériSées pour les
triangtesA,; en effet, t'intéricur de chacun d'eux, ainsi qu'un de leurs
côtés, à savoir tes côtés opposés au point A, ne contiennent pas de
points de division.



Mais de même pour chaque ta décomposition en est réduc-
tibto il des décompositions transversales. En effet, considérons untt'iangtc parmi les transversates issues de A du triangle A. i) en est
une qui tombera sur un côté de ou bien partagera ce triangte A~ endeux triantes. Dans le premier cas le côté en question du triangte~
n'a pai< de points de division dans la décomposition en triangles~
dans le second cas, !e segment de cette transversale traversant tinté.
rieur du triangle est, pour les deux triangles qui prennent ainsi
naissance, un côté qui dans la décompositionen triangtes A,, n'aura
certainement pas de points de division.

Or, d'après les considérations exposées au commencement de cette
démonstration, ta mesure de l'aire F(A) du triangle A est égate a la
somme des mesures des aires F(A,) des triangles A,, et cette somme
est elle-même égatcatasommede toutes les mesures des aires F(~).
D'autre part. la somme des mesures des aires F(~) de tous tes
triangtes est egate à la somme de toutes les mesures des airesF(~).
d'où résulte en fin de compte que ta mesure de l'aire F(A) est aussi
égale a la somme des mesures des aires F(~). Le théorème XXtX estdonc complètementdémontre.

DEt-tXtTtox. Si l'on définit la mesure de l'aire F(P) d'un polygone,
comme la somme des mesures des aires de tous tes triangles en les-
quels ce polygone est décompose au moyen d'une décomposition
déterminée, on reconnait, en s'appuyant sur le théorème XXIX et au
moyen d'un raisonnement analogue à celui dont il a été fait usageau § 18 dans la démonstration du théorème XXIV, que la mesure de
l'aire d'un polygone est indépendante du mode de décomposition entriangles, et par conséquent est déterminée d'une manière univoque
uniquement par le polygone. De cette déRniUon, nous concluons, envertu du théorème XXIX, la proposition que ms POLYGONES ÉCAL-x PAR
AMt'noSOXT MÊMEMESCHE D'AME.

Enfin, si l'on désigne par P et Q deux polygones égaux par soustrac-
tion, il existera, en vertu de leur définition même, deux polygones
égaux par addition P' et Q', tels que le polygone composé de P et P'
soit égal par addition au potygonc composé de Q et Q'. Des deux
équations

F(P-)-P')=t'(Q+Q'), F(p'~p(Q~



un conchtt aisément
!(P)=~Q),

C'est-h-dit'eque LKS fOLYHO?!M t~CAUX PAtt Sf)t;ST))A<rrH)XOXT M~Mt-:MESUt):
t)'AtKH.

De cette det'niët'c proposition t'en tire eviticmment la dMtnonstt't).
tion du théorème XXY! Un efFet, si l'on désigne la base 6ga)c des
deux tt'iangtes par )cs hauteurf: correspondantes par le et d~'

)'éga!ite parsoustraction des deux triangles l'on concjut qu'Hs doivent
nécessairement avoir même mesure d'aire, d'où

~/<==~
et après division par

A=/<

c'est ce que dit le théorèmeXXV!

S 2t.

L'égalité par soustraction et la mesure des aires.

Au § 20, nous avons trouvé que les polygoneségaux par soustrac-
tion ont toujours nécessairement môme mesure d'aire. La réciproque
<;st vraie.

Pour démontrer cette réciproque, considérons d'abord deux
triangles ABC, et A' BIC' (fig. 34), ayant un angle droit commun en A.

Me.

Les mesures des aires de ces triangles s'expriment partes fui.dûtes

F(ABC)=~AB.AC, F(AB'C')=~AB'.AC'.



Si nous supposons que ces deux mesures d'aires soient égates
entre elles, on aura

AR.A<:=AM'.AC'
ou

A)!:AU'=A(:AC!

de cette proportion résutte. d'après ic théorème XXftf. que les deux
droites BC' et B'C sont parattetes. et alors. d'après le théorème XXV!f.
nous reconnaissons que les deux triangles BC'B' et BC'C sont égaux
par soustraction. L'addition du triangle ABC' fait voir ensuite queles deux triangtes ABC et AB'C'sontégaux parsoustraction. On a donc
ainsi démontré que deux triangles rectangles qui ont même mesured'aire sont aussi égaux par soustraction.

Prenons maintenant un triangle quelconque de base et do hau-
teur d'après le théorème XXVH, ce triangle sera égal par soustrac-
tion à un triangle rectangle où tes deux cotes de l'angle droit seraient
g et et, comme le triangle primitif a évidemment même mesured'aire que le triangle rectangle, il s'ensuit que, dans nos dernières
conclusions, il n'était pas nécessaire de se borner aux triangles rec-
tangles. On a donc ainsi démontré que Mt-x'rmxGLESQUN.cosQfESQUI
ONT MÊME MtSSUttË D'A!KE SOXT AUSS[ ÉGAUX PAR SOUSTRACTtOX.

Soit maintenant un polygone quelconque P ayant une mesure d'aire
assignée g.

Supposons que le polygone P puisse être décomposé en n triangles
de mesures d'aires respectives gl, ~j on aura alors

F=~.+~+.+~.
Construisons maintenant un triangle ABC (fig. 35) de base AB == et
de hauteur~=! et marquons sur la base les points A,,A. A,
tels que

~,==AA,, ~=A,A,
1

~=A.A~ ~=A,B.
Comme les triangles qui composent le polygone P ont respectivement
mêmes mesures d'aire que les triangtes AA,C, A,A,C. A~A~.C.
Aa-,BC, ils leur sont aussi égaux par soustraction, en vertu de ce qui aété précédemment démontré. Par suite, ie polygone P est égal parsoustraction à un triangle de base g et de hauteur Il = ). De là résulte,



en invoquant le théorème XXtV, que doux polygones qui ont même
mesure (t'ui)'e sont toujours égaux par soustraction.Nous Munirons tes

deux propositions trouvées dans ce paragrapheet le précèdent en un
théorème unique; ainsi:

T)tËO)~ME XXX. Deux /tO~O/)M égaux par soustraction ont <OM.
jours la w<?/Me /HMwie ~'a~; et réciproquement CeKa;/)o~<MM f!/<!n/
la ~~Mc mesure d'aire sont /o~M/? e'~aM~~<ï/' jMM~ac/«M.

En particutiet- deux rectangles qui sont égaux par soustraction et
qui ont un côté en commun doiventnécessairementavoir leurs autres
cotés congruents.

THÉMÊMf.XXXI. Si l'on décompose un rectangle par des droites
en plusieurs triangtes, et si l'on entbve un de ces triangtes, on ne
pourra plus remptir le rectangle avec tes triangles qui restent.

Co théorème a été mis par M. 0. Stoh! (') au rang des axiomes.
Dans ce qui précède on a fait voir que ce théorème s'était d'une ma-
nière tout à fait indépendante do l'axiome d'Archimède. D'ailleurs,
quand on fait abstraction de l'axiome d'Archimède, Je théorcmeXXX)
no suffit pas à lui seul pourdémontrer le théorëmod'Euclide de t'éga.
lité des hauteurs dans les triangles égaux par soustraction qui ont
même base (théorème XXVili).

Dans la démonstration des théorèmes XXV1H, XXIX, XXX, nous
avons essentiellementemployé te calcul segmentaire introduit dans
le Chapitre III, § 15, et comme ce calcul repose essentiellement sur
le théorème de Pascal (théorème XXI), ce théorème est certaine.
ment la ctefdo voûte de la théorie des aires. Nous reconnaissons aussi

(') ~Mb/M~~ /t~<A. «o<< Ja)<rgan){ 'i, )8()~.



sans peine que nous pouvons encore obtenir inversementle tttéorc.m.
<!e Pascal au moyen des théorèmes XXVU et XXVHt.

tiléûl.t'~ille

!)edeux polygones P et Q nous dirons que P est respectivement~
grand M<<!c/<M ou /~oM//H~'<wque Q, selon «ucla n.esurc de faire F(P) est plus petite ou plus grande que F(Q)i) après ce qui précède, il est clair que les notions égal par soustrac-tion, plus petit par soustraction, plus grand par soustraction, s'ex-ctuent mutuellement. Enfin nous voyons sans peine qu'un notyeonc
(lui est situé tout entier à l'intérieurd'un autre polygone est nécessai.
'-etnent toujours plus petit par soustraction que ce dernier.

Nous avons ainsi établi les théorèmes essentielsde la théorie des
a) rcs.

.nasa.r--

CHAPITRE Y.

LE THËOMËMK DE DESAML-ES.

§ 22.

Le tMor&me de Desargues; sa démonstration dans le plan au moyendes axiomes de la coagrMeace.
Parmi les axiomes énoncés dans le Chapitre I, ceux des groupes tt.V

sont tous soit linéaires, soit planaires. Les seuls axiomes spatiaux
sont les axiomes 3-7 du groupe 1. Pour bien reconnaitre la portée de
'-es axiomes spatiaux, concevons que t'en ait assigné une Géométrie
t'LAXË quelconque et recherchons,en générât, quelles sont les condi-
tions pour que cette Géométrie plane puisse être présentée comme
une partie d'une Géométrie de l'espace, où sont au moins vérinés tousles axiomes des groupes I-IH.

L'on sait qu'en s'appuyantsur les axiomes des groupes !-H! on peuttdémontrer facilement le théorème dit de Desargues; ce théorème est
un théorème d'intersections dans le plan. Nous allons supposer enparticulier que la droite, sur laquelle doivent être situés les points
d'tntersection des côtés homologues des deux triangles, est la droite
que l'on nomme droite de /'< et nous désignerons te théorème



qui a Hou dans ce cas, ainsi que sa réciproque, sous le nom de théo-
n~<' Desargues.Le théorème aura t'énonce suivant.:

THÉORÈME XXXII (Z~o~me~e Desargues). Deux triangles étant
situés dans un plan de telle sorte que leurs côtés homologues soient
respectivementparallèles. les droites qui joignent les sommets homo-
loguesoubien passerontpar un même point, ou bien seront paratteies.

Réciproquement, deux triangles étant situés dana un plan de telle
sorte que les droites qui joignent los sommets homologues ou bien
passent par un même point ou bien soient parallèles (/?~. 35 bis), et

de plus deux paires décotes homologuesdans les trianglesétant para)-
te!es, les troisièmes côtés des deux triangles seront également paral-
léles.

Comme on l'a déjà dit, le théorème XXX)! est une conséquence des
axiomes Mît; par conséquent, la vérincation du théorème de De-
sargues dans je pian est une condition NÊCEssAtRE pour que la Géom'
trie de ce plan puisse être présentée comme une partie d'une Géotné.
trie de t'espace où les axiomes des groupes sont tous vériués.

Supposons maintenant, commedans les Chapitres H! et IV, que t'on
ait assigné une Géométrie PLANE où sontvérinés les axiomes t. t.2 et
)MV et que l'on ait introduit dans cette Géométrie un catcut segmen-
taire conformément au § i5 alors, ainsi qu'on l'a exposé au § i7, a
tout point du plan on peut faire correspondre un couple de segments
(d?,~) et a toute droite un rapport de trois segments (~ v tp). d<'
telle sorte que l'équation linéaire

«x + -t- ))' = o

représente la condition pour qu'un point soit sur une droite et qu'une
11



droite passe par un point. Le système de tous tes segments de notre
Géométrie (orme, conformément au § 17, un domainede nombres où
ont lieu les propriétés t-i6 exposées dans te §13, et nouspouvonsalors,
au moyen de ce domaine de nombres, ainsi qu'il a été faitau § 9 ouau
§ t2, au moyen des systèmes numériquesrespectifs Q et Q (t), con-
struire une Géométrie de l'espace: Nous conviendronsà cet effet qu'un
système de trois segments (x, y, z) représentera un point, le rapport
de quatre segments(«:<?: /-) un plan, tandis que la droite sera
définie comme intersection de deux plans aiorsJ'équationlinéaire

M~C + t~ -)- (t't- == o

exprime que le point (x, y, ~) est situé dans le plan (« <~ <~ r).
Enfin, quant à la distribution des points sur une droite, ou des

points d'un plan par rapport à une droite de ce plan, ou finalement
quant à la distribution des points de l'espace par rapport à un plan,
cela sera déterminé par des inégalités entre segments d'une manière
analogue li ce qui a été exposé pour le plan au § 9.

Puisqu'en prenant la vatcur == o nous retombons sur la Géométrie
plane primitive, nous reconnaissons que notre Géométrie piano peut
être regardée comme une partie de notre Géométrie de l'espace; or la
condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi c'est, comme on l'a vu
précédemment, que le théorème de Desargues soit vérifié, d'où l'on
conclut que, dans la Géométrie ptano assignée, le théorème de De-
sargues doit être également vérifié.

Observons que ce que nous venons d'affirmer peut aussi se déduire
directement, sans aucune peine, du théorèmeXXItI de la théorie des
proportions.

§ 23.

Impossibilité de démontrer le th6or6me de Desargues dans le plan
sans employer les axiomes de la congruence.

Nous allons maintenant nous proposer cette question Peut-on,
dans la Géométrie plane, et sans invoquer les axiomes de la con-
gruence, démontrer le théorèmede Desargues? La réponse est la sui-
vante



TttÉOttÈME XXXIII, existe une O~M~~ plane* où les aaMMKM

t, i-2 t!-ïtt; IV. i-&; V, c'est-à-diretom les <M'tOM<N ~t~o~ et pla-
naires, hormis l'axiome de co~wence !V, 6, sont vérifiés, tandis que le

~~o~~e de Desar~Ke~ (THÉOKÈME XXXII) NE l'est PAS. Le ~~o~me de
Desargues ne peut donc dtre déduit uniquement des axiomes ~C<
pour le ~Ko~~r, il est H~eeM<M~ d'invoquer soit les axiomesspatiaux,
soit tous les axiomes de la congruence,

DÊMONSTRAïtO!). Nous choisirons,dans la Géométrieplane usuelle,
dont la possibilité a été <t6ja démontée au Chapitre H, § 9, deux
droites quelconques porpendiculairesentre elles comme axes de coor-
données X, Y, et nous prendrons l'origine 0 de ce systèmede coordon-
nées pour centre d'une ellipse ayant pour demi-axes t et Enfin

nous désignerons par F le point situé sur i'axe X positif à la distance 12

de l'origine 0.
Considéronsl'ensemble de tous les cercles qui coupent l'ellipso en

quatre points réols (distinctsou coïncidentsd'une façon quelconque)

et, parmi tous les points situés sur ces cerctes, cherchons à déter-
miner celui qui est situé sur l'axe X positif et dont la distance a
l'origine est maxima. A cet e(!et, partons d'un cercle quelconquequi
coupe l'ellipse en quatre points et qui rencontre l'axe X positif en un
point C. Concevons que l'on fasse tourner ce cercle autour du point C

de telle sorte que deux ou plusieurs des quatre points d'intersection

se réunissent en un point unique A, les autres points demeurant réels.
Agrandissons le cercle de contact ainsi obtenu, de telle façon que,
pondant cette opération, le point A reste toujours un point de contact
avec l'ellipse; nous arriverons ainsi nécessairementà un cercle qui,

ou bien a un contact avec l'ellipse en un autre point B, ou bien a avec
elle un contact quadriponctuel en A, et qui, d'autre part, rencontre
t'axe X positif en un point plus éloigné que C. Le point le plus éteigne

que nous cherchons se trouve donc parmi les points d'intersection

avec l'axe X positif des cercles bitangents extérieurs à l'ellipse. Ces
cercles bitangents extérieurs à l'ellipse sont, on le voit aisément,
tous symétriques par rapport à l'axe Y. Soient a, b les coordonnées
d'un point de l'ellipse; un calcul facile nous apprend que le cercle
symétrique par rapport à l'axe Y et tangent à l'ellipse en ce point



découpe sur l'axe X positifun segment

.c==jyT+~*).

t~ valeur maxima de cette expression a lieu pour & == et sera ainsi

<te a ) \/7 ). te point sur j'axe X que nous avons précédemment

désigné par F ayant pour abscisse ~>7J.i! s'ensuit que pAM)) LES

':Mt(:t.ES )tËXCO!<THAXT L'Ët-UPSE EN OUATM PONTS, IL N'ËK EST AUCUN QUt f'ASSK

)'A)t LE POtST F.
Nous allons maintenant concevoir une nouvelle, Géométrie plane

de ia tnaniere suivante Comme points de la nouvelle Géométrie pre-
nons les points du plan XY (/ 36); comme droites de cette nouvelle

Géométrie, prenons d'abord, sans y rien changer, les droites du
plan XY qui sont tangentes à l'ellipse fixe ou qui ne la rencontrent
pas; mais, au contraire, si g désigne une droite du plan XY, qui ren-
contre l'ellipse en deux points P et Q, nous construirons le cercle
passant par P. Q et par Je point fixe F. Ce cercle, d'après ce qui a été
déjà démontré, n'a aucun autre point en commun avec l'ellipse. Sup-
posons maintenant que l'on ait remplacé la portion de la droite g
intérieure à l'ellipse et joignant P et Q par l'arc PQ du cercle déj~
construit, intérieur à l'ellipse. Le chemin formé par les deux portions
(le la droite issus de P et Q et s'étendait indéfiniment, et par l'arc
de cercle PQ, nous le prendrons comme droite de la nouvelle Géomé-
trie. Supposons alors que, pour toutes les droites du plan XY, on ait



construit les cheminscorrespondants, on sera ainsi en présence d'un
système de chemins qui. regardés comme droites d'une Géométrie.
vérifient évidemment les axiomes 1.1-2 et Ht. Si l'on convient d'ob-
server, pour les points et les droites de notre nouvelle Géométrie, h)
distribution naturelle, on reconnatt immédiatementque lesaxiomes Il
sont également vérinés.

Nous dirons ensuite que, dans notre nouvelle Géométrie, deux
segments AB et A'B' sont congruents lorsque le chemin joignant A et
B a la même longueurnaturelle que celui qui joint A' et B'.

Enfin, il est encore nécessaire de faire une conventionrelativement
à la congruence des angles. Tant qu'aucun sommet des angles qu'il
s'agit de comparer n'est situé sur l'ellipse, nous dirons que deux
angles sont congruents lorsqu'ils sont égaux, au sens habituel de ce
mot. Dans l'autrecas, nous adopterons la convention suivante Soient
A, B, C trois points qui se succèdentdans cet ordre sur une droite de
notre nouvelle Géométrie, et soient A'B'C' trois autres points qui se
succèdent dans cet ordre sur une autre droite de notre nouvelle Géo.
métrie: soit D un point situé en dehors de la droite ABC, et D' un
point en dehors de la droite A'B'C' (fig. 3~); nous conviendrons

alors que, dans notre nouvelle Géométrie, les angles entre ces droites
vérifieront les congruences

<XABt)s<xA'B'D' et <KCBDs<C'B'D'

quand tes angles naturels entre tes chetnins correspondantsvérinent,
dans ta Géométrieordinaire, ta proportion

< A.BD < CBD < A'B'D' <ï C'B'n'.



Avec ces conventions, les axiomes t\, 4-& et V sont également vé-
rines.

Pour voir que, dans cette nouvelle Géométrie, le théorème de
Desargues n'est pas vériQé, considérons, dans le plan XY. les trois
droites ordinaires suivantes t'axe X, l'axe Y et la droite qui joint les
deux points de l'ellipse

;t'
33

y a
¡¡
\1 et X=- 3¡;,3

)' a¡¿\1..=~ ~==~s et ~==-
LI

y=-g.

Comme ces trois droites ordinaires passent par l'origine0, nous pou-
vons aisément assigner deux triangles dont les sommets soient res-
pectivement situés sur ces trois droites, dont les côtés homologues
soient parallèles, et qui soient tous trois situés à l'extérieur de l'el-
lipse. Les chemins qui dérivent des trois droites en question, ainsi
que le montre la fig. 38, et comme on s'en assure également par un

calcul facile, ne se rencontrant pas en un même point, il s'ensuit que
le théorème de Desargues n'est pas vérifié dans notre nouvelle Géo-
métrie pour les deux triangles que l'on a construits précédemment.

Cette Géométrieplane, que l'on vient de construire, peut également
servir d'exemple d'une Géométrie plane où les axiomes i-2; tl; t!I
IV, 1-5 V sont tous vériSés, et qui, cependant, NE PEUT PAS être regar-
dée comme faisant partie d'une Géométrie de l'espace.



§24.

Introduction d'un calcul segmentaire indépendant des axiomes
de la oongruenoe et basé sur le théorèmede Desargues.

Afin de saisir complètement la portée du théorème de Desargue!'
(théorëme XXXtt), prenons pour base une Géométrie plane où sont
vérifiés les axiomes ï, 1.2; tt-!H, c'est-à-diretous les axiomesplanaires
des trois premiers groupes d'axiomes, et, dans cette Géométrie, intro-
duisons un nouveau ca)eu! segmentaire tMÉpEKDAKT DES AXtOMES DE t.A

coNcaoRKCE, de la manière suivante
Prenons dans le plan deux droites fixes qui se coupent au point 0.

et dans ce qui suit calculons seulement avec des segments dont l'ori-
gine soit le point 0 et dont t'extrémité soit située sur une des deux
droites fixes. Regardons aussi le point 0 seul comme un segment que
n~us nommerons le segment o (zéro), ce que nous écrirons

00 ==oo ou o~oo.
Soient E et E'deux points fixes situés respectivementsur les droites

fixes passant par 0; désignons chacun des deux segmentsOE etOE'
par ) ce que nous écrironsainsi

OE==OE'=ts ou t=OE=OE'.

Quant ù la droite EE', nous la nommerons pour abréger la droite-
«nt~. Soient ensuite A, A' des points respectivement situés sur tes
droites OE et OE'; si la droite AA' est parallèle à la droite EE', nous
dirons que les segments OA et OA' sont égaux, ce que l'on écrira
ainsi

OA==OA' ou OA'==OA.

r Maintenant, pour définir d'abord la somme des segments a=OA
et & = OB. construisons AA' parallèle à la droite-unité EE' ( fig. 3()):
menons alors par A' une paratteie à OE et par B une parallèle à OE'.
Ces deux droites se couperont en un certain point A". Finalement, par
ce point A" menons une parallèle à la droite-unité; ce'tte paraHëh'
coupera los droites fixes OE et OE' en C et C'; l'on dira alors que



c == OC = OC' est la MM~e des segmentsa == OA et & = OB, ce qui
s'écrira

c==o+& ou a+&=c.
Pour déHnir te produit d'un segment a == OA par un seement & == OB

servons-nousexactement de la même constructionque celle du § 15.
sauf qu'au lieu des côtés d'un angle droit nous prendrons ici tes deux
droites fixes OE et OE'. Nous emploieronsdonc la construction sui-
vante L'on déterminera sur OE' te point A' têt que AA' soit parallèle h
la droïte-unité EE'; t'en joindra E il A', et par B l'on mènera uneparat-

Fig. <o.

I~ie a M' (/ /;o); si cette parallèle rencontre la droite CE' aupoint C', l'on dira que E'= OC' est le produit du segmenta = OA parle segment b = OB, ce qui s'écrira

c==o'& ou <!6=c.

§25.
Les lois commutativeset associatives de l'addition

dans le nouveau calcul segmentaire.

Dans ce paragraphe nous allons rechercher, parmi les règles de
calcul énumérées au § 13, quelles sont celles qui sont vérifiées dans
notre nouveau calcul segmentaire, quand nous prenons comme hase



une Géométrie plane où les axiomes t. i-2; H.HÎ sont vérités ainsi
que te théorème de Dosargues.

Avant tout, nous voulons démontrer que, pour l'addition des seg-
ments définie au § 24, la loi COMMUTATIVE

<t-~=&+a
est vérinée. Soit

a=OA=OA'
&=OB=OB';

conformément à nos conventions, AA' et BB' seront alors parallèles
à la droite-unité; construisons ensuite tes points A* et B" en menant
A'A" ainsi que B'B" parallèles à OA, et, pareillement, AB" et BA" pa-
rallèles à OA'. On voit de suite que notre affirmation revient a dire
que la ligne A"B" est parallèle a AA'. Nous en reconnaissons l'exacti-
tude en invoquant comme il suit le théorème de Desargues (théo.
rème XXXII)

Désignons le point d'intersection de AB" et A'A" par F, et celui de
BA* et B'B" par D (fig. 4t)! dans les trianglesAA'F et BB'D les côtés

homologues sont parallèles. En vertu du théorèmede Desargues, nous
en concluons que les trois points 0. F, D sont en ligne droite. Par con-
séquent, les deux triangles OAA' et M'A" sont placés d'une manière
teUe que les droites qui joignent leurs sommets homologues passent
par le même point F, et comme, en outre, deux couples de côtés homo-
logues, à savoir OA et DB" ainsi que OA' et DA" sont parallèles, la
deuxième partie du théorème de Desargues (théorème XXXII) nousdit que les troisièmes côtés AA' et B"A" sont également parallèles.H.



Pom' démontrer la loi associative de l'addition

<t~(&+.c)==(<t+~)+c,

nous emploierons la 4a suivante. En ayant égard à la lui corn.tnutativc que l'on vient de démontrer, affirmer l'exactitude de la for.
mule ci-dessus revient tt dire que Iti droite A"B" ( fig. ~) est paratH-tc

Ms. <

a la droite-unité. Or, ceci est évident,car la partie ombréede ta~. 42
est exactement la même que la fig. 41.

§26.
La loi associative de la maltiplication et les deux lois distributives

dans notre nouveau calcul segmentaire.

La loi AssooATnE de la muttipticatton

<!(&C)==(<!&)Cc

a lieu aussi dans notre nouveau calcul.
Sur la première des deux droites fixes passant par 0, supposonsdonnés les segments

t==OA, &=OC, e=OA',

et sur la seconde les segments

a==:OG et &=OB.

Pour construire, conformémentaux indications du §24 et l'un après



l'autre, les segments

<w==OB' pt &c=:OC',
a&=OD, (<t~)c=0t)',

menons A'B' paraHMe à AB, B'C' parallèle & BC, CD para!e & AG, et
enfin A'D' parat!ë!e & AD (/y. 43); t'en reconnaît immédiatement

ft(&C)M(at)C.

que ce que nous avons aMrmé revient a dire que CD doit aussi etrf
parallèle à C'D'. Désignons le point d'intersection des droites AD et
BC par F et le point d'intersection des droites A'D' et B'C'parF'; dans
les triangles ABFet A'B'F', les côtés homologues sont parallèles; en
vertu du théorème de Desargues, les trois points 0, F, F' sont donc
alors situés en ligne droite. Grâce à ce fait, nous pouvons appliquer
la seconde partie du théorème de Desargues aux deux triangles CDF

et C'D'F, et nous en concluonsque CD est paralléle à C'D'.
Nous allons enfin, en nous appuyant sur le théorèmede Desargues,

démontrerque, dans notre nouveau calcul segmentaire, ms DBt'x Los
)!ISTBtBt)TtVES

<!(&+C):=<!<'+<M
et

(o+&)c==ae+&c
sont vérifiées.

,Pour démontre)' la pMMtÊnE de ces lois, nous emploierons ta
~.440).

(') LM. <(, ~5 et <7 ont été dossinées par M. to D' von Schapcr, qui a également
pris M!n des détailsdes démonstrations relatives à ces figures.



Dans cette <!gure on a fait

&=OA' e=OC'
<!&=:OB', a&=AO', <tc=OC'

et ainsi de suite,

B'D, est parallèle à C"D,, parallèle à la drotte fixe OA',
B'D, M Il C'D,, a » OA';

ennn
A'A' est parallèle à C'C",

et
A'B* est pat'attète & B'A", parante & F'D,, pat'att6!e à F'D,,

Ce que nous avons afSrmé revientdire que

F'F" est également paraUète à A'A' et à C'C'.

Construisonsles lignes auxiliaires suivantes

F'J paraUete & la droite fixe OA',

P'J OA";

les points d'intersection des droites C"D, et C'D,, C'D, et F'J, C'D, et
F'J, nous les désignerons respectivement par G, H,, H,; enfin nous
obtiendrons les autres lignes auxiliaires de la figure, tracées en poin-
tttté, en joignant les points déjà construits.

Dans tes deux triangles A'B~C" et F'D,G(/ 44)' les lignes qui
joignenttes sommets homologues sont parattëtes; par conséquent, it
résulte de la seconde partie du théorème de Desargues, que l'on a
nécessairement

A'C' parallèle à F'G.



Dans les deux triangles A'C'F" et F'GH., les lignes qui joignent les
sommets homologues sont également parattetes; d'après ce qui précède
et en vertu de la seconde partie du théorème de Desargues, l'on doit
avoir

A'F' parallèle à F'H,.

Dans les deux triangles couverts de hachures horizontalesOA'F" et
JH,F' les côtés homologues étant parallèles, le théorème de Desargues
tait voir que les trois droites qui joignent les sommets homologues

(M, A'H,, F'F'

se coupent en un même point en P, par exemple.
De même, nous trouvons que l'on a nécessairement

A'F' parallèle & F'H,,

et dans les deux triangles couverts de hachures obliques, OA"F' et
JH,F*, les c6tés homologues étant parallèles, les trois droites, qui
joignent les sommets homologues,

OJ, A'H,, F'F'

se coupent égalementen un même point, le point P.
Maintenant les lignes qui joignent les sommets homologues des

triangles OA'A" et JH,H, passent également par ce point P et l'on en
conclutque l'on a nécessairement

H, H, parattètc & A'A';
l'on a donc aussi

H, H, paraUè!e à C'C".

Considérons ennn la Qgure F"HtC'C''H,F'F' Comme, dans cette
figure, on a

F'H, parallèle & C'F', parallèle à C"H"
H,C' F'C', H.F',
C'C' H, H,,

nous y reconnaissons!a~. 4 1, qui au §25 a servi à démontrer la loi
commutative de l'addition. Des raisonnementsanalogues ceux que



nous avons faits à cet endroit montrent que l'on doit avoir

F'F' parallèle à H, H,,

et que, par suite, l'on a nécessairement aussi

ce qui fournit la démonstration complète de notre affirmation.
Pour démontrer la SECONM formule de la loi distributive, nous em-

ploierons la fig. '{5 toute différente. Dans cette figure, on a fait

t=0t), a=OA, a=OK, &=OG, c=OD',

et ainsi de suite, et l'on a

et enfin

Ce que nous avons affirmé revient a dire que l'on doit avoir néces-
sairement

Désignons les points respectifs où BD et GD coupent la droite AH

par C et F, et les points respectifs où B'D' et G'D' coupent la droite
A' H' pas- C' et F'; enfin, menons les lignes auxiliaires FJ et F'J' qui
sont tracées en pointillé sur la fig. 45.

Dans les triangles ABC, A'B'C' les côtés homologuessont parallèles;
par conséquent, en vertu du théorème de Desargues, los trois points
0, C, C' sont en ligne droite. De même, la considération des triangles
CDF et C'D'F' fait voir que 0. F, F' sont en ligne droite, et celle des
triangles FGH et F'G' H' nous fait aussi voir queO, H, H' sontégatement
en ligne droite. Maintenantdans les triangles FHJ et F'H'J' les droites
qu<: joignent los sommetshomologues passent par le même point 0 et,

F'F' parallèle à A'A',

<7c==OA', ae=~OH', ~c=OG',

GM paraUèie :t G'H', parallèle & )a droite fixe OA,

AH A'H', OB,
AB paraUète à A' B',
BD B'D',
UG » D'G',
HJ » H'J\

t)J paraUéte à D'J'.



par suite, en vertu de la seconde partie du théorèmo de Desargues, h's
droites M et PJ' sont parallèles,

Finalement la considération des triangles DFJ et D'FJ' montre que
les droites DJ et D'J' sont parallèles; ce qui précisément démontre
complètement notre affirmation.

§27.

Équation de la ligne droite basée sur le nouveau calcul segmentaire.

Dans les §§ 24-26 nous avons, au moyen des axiomes indiqués au
§ 24 et en adoptant l'hypothèse de l'exactitude du théorème de
Desargues, introduit dans le plan un calcul segmentaire où se vérifient
la loi commutative de l'addition, les lois associatives de l'addition et
de la multiplication et les deux lois distributives de cette dernière. Nous
nous proposons dans le paragraphe actuel de faire voir comment, ens'appuyant sur ce calcul segmentaire, on peut obtenir une représen.
tation analytique des points et des droites dans le plan.

DÉnttmoK. Les deux droites fixes passant par le point 0 nous les
nommerons les axes X et Y et nous supposerons chaque point P du
plan déterminé par les coordonnées et y que l'on obtient sur les
axes X et Y en menant par P des parallèles a ces axes. Ces segments
<c,y sont dits les coordonnées du point P. En s'appuyant sur le nouveau



calcul segmentaire et en invoquant le théorème de Desargues l'on
obtient la proposition suivante 1.

THÉOttËMË XXXtV. COO~O~~M ?, y des ~OM~ d'une droite
quelconquevérifient toujours une ~M<ï«(MM~men<at'rede la forme

«.r+&~+c==o;

dans ce/<e équation, les segments a, b sont K~M<K~/?!C7<<~C~î A GAUCHK

f/M <*oon/o/!M~<c, y; les segmentsa, 6 ne MMtjf'a~MtM nuls tous JeMa?,

c est un segment ~Me/coM~«e.

Réciproquement, toute ~Ma/to/: segmentaire <7M type écrit c<M~<f
représente ~OM/OM~ une droite dans la Géométrieplane <MMg7:

DËMONSTRAïtos. Supposons d'abord que !a droite 1 passe par 0.
Soit ensuite C un point déterminé de l, distinctde 0, et soitP un point
quelconque de Soient OA, OB les coordonnées de C et a?, y celles
de P. Désignonsencore la droite qui joint les extrémitésde x et de y

parg. Enfin par t'extrémité du segment sur l'axe X menons à AB une
parallèle h; cette parallèledécouperasur t'axe Y un segmente(/ <;6).

De la seconde partie du théorèmede Desargues résuhc clairement que
la droite g est toujours parallèle AB. Or, g étant aussi toujours pa-
rallèle à h, il en résulte que pour les coordonnées .c, j'du point quel-

conque P de 1 on a l'équation segmentaire

~df==~.

Maintenant soit l' une droite quelconque de notre plan. Celle-ci



découpe sur l'axe X un segment c=00\ Menons ensuite par 0 lu
droite parallèle a y; soit P' un point quelconque de la parallèle à
t'axe X menée par le point P' rencontre la droite /en P et découpe surraxe Y un segmenta = OB; enfin tes parallèles menées par P et P' il
l'axe Y découpent sur l'axe X dos segments .c=OA et .c'==OA(~.47).

Nous nous proposons alors de démontrer que l'on a l'équation seg.dentaire
.B'= x + c.

A cet HfTet. menons O'C parallèle à la droite-unité,puis CD parallèle
a l'axe X et AD parallèle à l'axe Y; alors ce que nous avons affirmé
revient à dire que. l'on a nécessairement

A'D parallèle à O'C.

Construisons encore le point D'd'intersectiondes droites CD ctA'P
et menons O'C' para)të)e & l'axe Y.

Dans les triangles OCP et ŒC'P', les droites qui joignent tes
sommets homologuesétant parallèles, il résulte de la deuxième partie
du théorème de Desargues, que l'on a nécessairement

CP parallèle ù C'P';

de même, la considération des triangles ACP et A'C'P' montre quel'on a
AC parallèle à A'C'.

Dans les triangles ACD et CA'O' les côtés homotoguesétant para 1-
têtes, les droites AC', CA', DO' devront se couper en un même point,
et la considération des doux triangles C'A'D et ACO' fait alors voir queA'D et CO' sont parallèles.



Des deux équations segmentaires

C~'==~, ~=:;t'+Cc

que nous venons de trouver, résulte immédiatementl'équation

e~=j'+<'c.

Finalement, si nous désignons par le segment qui, ajoute au
segment t, donne le segment o, l'on tire de la dernift'e équation, ainsi
qu'it est facile de le démontrer, l'équation

e~' + My -+- MC =:0

qui est précisémentde la forme énoncée par le théorème XXXtV.

Nous reconnaissonsmaintenant sans aucune peine que la deuxiëm''
partie du théorème XXXIV est également exacte; en effet, toute équa-
tion segmentaire assignée

ff~'+ <+C=0

peut évidemment, lorsque l'on multiplie son premier membre par un
segment convcnahtcmentchoisi, se mettre sous ta forme

f~-)-/<)-/<ec==o.

Remarquons enfin expressément, que dans nos hypothèses une
équation segmentaire de la forme

~'a+y&-t-c==o,

oit les segmentsa, b sont écrits A Morn!des coordonnées d?, xt: nKt'ttn-

SE~K PAS, en générât, une droite.
Dans te § 30 nous ferons une importante application du théo-

rème XXXIV.

§ 28.

L'ensembledes segments regardé commeun système numérique complexe.

On reconnait de suite que dans notre nouveau calcul segmentaire
étahli au § 24, les théorèmes I-Vt du § t3 sont vérinés.



Nous avons vu aux § 25 et 26, en invoquant le théorème de De-
sargt)es,que dans ce calcul segmentaire les reg~s de catcut 7-M du
§ 13 sont égatement veriuées; par suite, toutes les régies de calcul
ont lieu, abstraction faite de la loi commutative de ta multiplication.

Enfin, pour rendre possible une distribution des segments, nous
adopterons la convention suivante Soient A, B deux points quel-
conques non coïncidents de la droite OE. Supposons que les quatre
points 0, E, A, B se suivent, conformément à l'axiome M, dans un
certain ordre. Si c'est dans l'un des six ordres suivants

ABOE, AOBE, AHE)}, OABE, OAEB, f)ËAB,

nous dirons que le segment ~==OA est ~/w/« quête segment
A = OB, ce que l'on écrit ainsi

<!<&.

Si c'est, au contraire, l'un des six ordres suivants

BAOE, BOAE, BOEA, OBAE, OBEA, OEBA

qui a lieu, nous dirons que le segment a == OA est plus grand que le

segment & = OB, ce qui s'écrit ainsi

<!><

Cette convention subsiste lorsque A ou B coïncidentavec 0 ou E; seu-
lement l'on doit alors regarder les points coïncidentscomme un point
unique, et, par suite, il n'est plus question que de la distribution de
trois points.

Nous voyons maintenant sans peine que dans notre calcul segmen-
taire, conformémentà l'axiome Il, les règles de calcul i3--16 du § 13
sont vérifiées; par conséquent, l'ensemble de tous les différents ser-
ments forme un système numérique complexe où soxT v~unÈEs tt's
lois i-it, 13-i6 du 13, c'est-à-dire TOUTES ms nËGLEs usuEu.Ks. noRMts

LA LOI COMHUTATtVK DE LA MULTH'UCATtOKET LK DtHORËME C'ARCMtNËUE.Dans
ce qui suit nous désignerons, pour abréger, un pareil système numé-
rique sous le nom de ~/ewe numériquede Desargues.



§29.

Construction d'une Géométrie de l'espace au moyen d'un système
numérique de Desargues.

Soit assigné maintenant un système numérique quelconquede De-
sarguesD; CE SYSTÈME REND FOSSILE LACOSS-mUCTtOSD'UNE GËOMÊTR)E))K
[.'ESPACEOU LES AXIOMESI, !t, 111 SOST TOUS YËRJFtÈS.

Pour le reconnaître, regardons le système de trois nombres quel-
conques (x, y. z) du système numérique de Desargues D comme un
point, et celui de quatre nombres quelconques(u v: w r) de D, dont
les trois premiers ne sont pas simultanément nuls, comme un plan;
d'ailleurs tes systèmes (« v w r) et («M av aw ar), a désignant
un nombre quelconque de DdifTérentde zéro, représenteront le même
pian. L'équation

Ma--t- (~' + tfs r = o

exprimera que le point (x, y, z) est situé dans le plan (u: v w r).
Enfin, nous définirons la droite au moyen d'un système do deux plans
(M' v' w':r'), (M"v" w"::). a condition que l'on ne puisse dans D
trouver deux nombresa', a" différents de zéro, tels que l'on ait simul-
tanément

«'«'-=«'«", <t't''==«' <?'== O'H'

Un point (x, y, s) est dit situé sur la droite

[(«':f'),(«":t.)]
lorsqu'il est commun aux deux plans (u', f', w', r~) et («",< t~ r").
Deux droites qui renferment les mêmes pointa sont regardéescomme
n'étant pas distinctes.

En appliquant les règles de calcul t-ii du § i3 qui sont, par hypo.
thèse, vérifiées pour tes nombres do D, nous arrivons sans peine à ce
résultat que, dans la Géométrie do l'espace que nous venons de con-
struire, tes axiomes 1 et Itt sont tous vérifiés.

Afin que les axiomes ït de la distribution soient également veriSés.



nous adopterons les conventions suivantes Soient

'(-Ct.)), (.c.), (.r,)
trois points quelconques sur une droite

[(«':f':n/), (M'!P'f')];
nous dirons alors que le point(~ s,) est silué entre les deux
autres lorsque l'une au moins des six doubles inégalités suivantes

~') ~)<~<a'<, .<>>
~) ~<~< ~>~>
~) ~)«'<«' ~)> <!<><,

est vérifiée.
Supposons, par exemple, qu'il en soit ainsi de l'une des doubles

inégatites (t), nous en concluons sans peine ou bien que la double
cgatité ==~ ==~ ou bien que t'une des doubles inëgatités (a) anécessairement lieu, et de même ou bien que la double égatite
s, = z, = ses ou bien que l'une des doubles inegatités (3) a nécessai-
rement lieu. En effet, si l'on multiplie respectivement les premiers
membresdes équations

M'f- f't- (f'<,+f'=:o,
a'.r/ -t- c'~ -)- n~ <+/==o

(<=t,3,3),

par des nombres de D convenablement choisis et si l'on additionne
ensuite les équations obtenues, l'on pourra toujours trouver un sys-
tème d'équations de la forme

M"t-C'+/=0o
(<=t,a,3).

Ici, le coeuicient v'" est certainementdifférent de zéro en effet, s'il enétaitautrement, les trois nombresa?,, seraient égaux. De

~t$~$.c.
on tireon tire

M'f,~«'.r,~«'f,



dou, en vertu de (4).

-)- c",)', + r" + i
d'ou

i

et, comme c" n'est pas nul, nous aurons enfin

< r
~3~!

dans toutes ces doubles inéga!ités, c'est toujours sans exception. soit
les signes supérieurs. soit les signes intermédiaires, soit les signes
inférieursqui ont lieu simultanément.

Les considérations précédentes montrent que dans notre Géométrie
les axiomes tinéaires Il, 1.4 de la distribution sont vérinés. Il reste
encore à faire voir que l'axiome ptanaire Il, 5 est égalementvériné.

A cet effet, soient donnés un plan (M <' (~ r) et dans ce plan une
droite [(«:f:),(a':f':n~)]. Convenons que tous les points
(x, y, c) situés dans le plan (M:f:(p:r). pouf tesquets t'expressio)
K';c+~-)- ?'2 + est respectivement plus petite ou plus grand)'
que zéro, seront alors respectivement situés d'un côté ou de l'autre
côté de la droite en question, tt nous faudra donc démontrerque cette
convention s'accorde avec celles qui ont été adoptées précédemment,
ce qui est facile à établir.

Nous reconnaissons ainsi que tes axiomes t. H, Ht sont tous vérifiés
dans cette Géométrie de l'espace qui provient de ta manière indiquée
(tu système numérique de Desargues D. Si nous réfléchissons que le
théorème de Desargues est une conséquence des axiomes 1. H!.
nous voyons que la proposition que nous venons d'énoncer est la réci-
proque exacte du résultat auquel nous sommes arrivés au §28.

§30.

La portée du théorème de Desargues.

Lorsque, dans une Géométrie plane, les axiomes 1,1-2; 11; ttf sont
vérinés et lorsque, en outre, il en est de même du théorème do Dc-



sargues, il est toujours possible, conformément aux § 2~.28, (l'intro.
duire dans cette Géométrie un calcul segmentaire où tes régies 1-11,
13-16 du § 13 sont applicahles. Nous allons maintenant regardcr
t'ensembto de ces segments comme un système numérique eomptexc
et au moyen de celui-ci nous édifierons, conformémentaux dévekp-
pements du § 29. une Géométriede l'espace où les axiomes f. n. H)
sont tousvatab!es.

Dans cette Géométrie de t'espace, si nous considérons exclusive-
ment les points (;r. U) et les droites sur lesquelles il n'y a pas
d'autres points que ceux-là, nous serons en présence d'une Géométrie
ptane. et si nous nous reportons à la proposition établie dans Je
§ 27, il est clair que cette Géoétntrie plane doit coïnciderexactement
avec la Géométrie plane proposée au début. Nous arrivons de la sorte
au Théorème suivant qui doit être regardé comme te terme nnat dt'
t'ensemMe des développements de ce Chapitre V s

T)tKOt~ME XXXV. /~M une G~O~M plane, supposons que les
axiomes 1,1.2 I! Ï!I soient vérifiés alors l'exactitude du ~~we/ncde
Desargues est la condition nécessaire et fM~&a/ pour que cette Ce~-
métrie planepuisse ~</ï' regardée comme Ac/!< unepartie ~'«/!e Cw/H~/w
de l'espace où les axiomest, !t, !H sont tous i'e'y.

Ainsi le théorème de Desargues peut être caractérisé pour ta Géo-
métrie plane comme étant pour ainsi dire le résultat de l'élimination
des axiomes spatiaux.

Les résultats obtenus nous permettent de reconnattrc que tout''
Géométrie de l'espace, où les axiomes t, U, Ht sont tous vérinés, peut
toujours être regardée comme une partie d'une

« Géométrie a un
nombre quelconque de dimensions ». Par Géométrie a un nombre
quelconque de dimensions l'on doit ici entendre un exsembte de
points, droites, plans et autres éléments linéaires, pour tesquets tes
axiomes correspondants de l'association et de !a distribution, ainsi
que t'axiome des parattetes, sont vérinés.



CHAPITRE VI.

LE THËORËME DE PASCAL.

§31.

Deux théorèmes sur la possibilité de démontrer le théorème de Pascal.

L'on sait que le théorème de Desargues(théorème XXXII) peut être
démontre au moyen des axiomesI, H, III, c'est-à-dire en faisant essen-
tiellement usage des axiomes spatiaux; dans le § 23, j'ai démontré
qu'il est impossible de démontrer ce théorème sans invoquer les
axiomes spatiaux du groupe 1 et sans les axiomesde la congruencc IV,
QUAXX Bt)!N NÊME L'ON FEM!T USAGE DE L'AX!OME D'AnCHtMEM.

Dans te § H nousavonsdéduitte théorème de Pascal(théorèmeXXI)
et par conséquent aussi, conformément au § 22, celui de Desargues.
des axiomes f, i, 2; II-IV, c'est-à-dire en excluant lesaxiomes spatiaux
et en s'appuyant essentiettementsur les axiomesde ta congruence. !t
se présente donc ta question suivante LE TnËonËXE DE PASCAL pEUT-n.
AUSSI ÊTRE DÉMOXTHÊ SANS INVOQUER LES AXIOMES DE LA COXGRUESCE? Notre
étude va nous montrer qu'à ce point de vue le théorème de Pascal
se comporte d'une manière tout autre que le théorème de Desargues.
En effet, L'ADOPTION ou LE HEJET DE L'AXtOME n'ARCMfMÈCE dans la démons-
tration du théorème de Pascal est la pierre de touche de l'exactitude
de cette proposition. Nous réunirons les résultats essentiels de nos
recherches dans les deux théorèmes suivants

THÉORÈME XXXVI. Le /M~!e de Pascal (théorème XXI) peut
A/ie démontré en se basant sur les axiomes f, I I, lit, V, c're en
laissant de ed/e' les axiomes de la co/«e/!ce, et en invoquant/' axiome
~</K~e.

THÉORÈME XXXVII. ~e~eOr~Ke Pa~ca/(théorème XXI) est tM-
t'ossMLE à démontrer en se basant «~ OMCM~ I, II, III, c'<</<e



laissant de cd~ non seulement les <M!<OMM de la congfuence mais
~cu/v celui<c~w~.

Dans t'énoncé de ces deux théorèmes. l'on peut, en vertu du
théorème XXXV, remplacer les axiomes spatiaux t, 3-7 par la condi-
tion planaire que le théorème de Desargues (theorone XXXH) soitt
vérifié.

§32.

La loi commutative de la multiplicationdans un système numérique
archimédien.

Les démonstrationsdes théot'ëmesXXXVtetXXXVtIt'cposentesseM-
tiellement sur certaines relations mutuelles relatives aux règles de
calcul et aux propositions fondamentales de i'Arithmetique et qui
d'ailleurs, en eHes.memes, présentent un grand intérêt. Hnon~ons
d'abord los deux propositions suivantes

TnËonÈMË XXXViff. Dans un ~c/!MMc/~Mea/w~~</t'e/< loi
cOMMM/<:«ce <~ la /KM/~&'ca/<o/< est ~< eoMe~~ce nécessaire des
autres re~t calcul; c'est-à-dire qu'un .!)'e numeriqueooM~
les propriétés i-tl, 13-17 c/w~~e~ CM § j3, il s'ensuit /!p~MM<<</
~MC ce système aussi la formule 12.

DËMoxsTKATtOif. Remarquons d'abord ceci Si t'on désigne par a
un nombre quelconque du système numérique et par

M =='-+-1 +.+)1
un nombre entier rationnel positif, a et n vérifieront toujours la loi
commutative de la multiplication. En effet

< =<!(<+)+.t- t) ==< +<)'+. + a. t

==<!+<?-(-)-a
ft

/)<!==()+!+.+<)0!=:t.a+t.<);+.+;.<?a
==«+a-t-+<t.

Supposons maintenant que, contrairement à notre affirmation, a, &

soient deux nombres du système numériquepour lesquels la loi com-



mutativc de la muitiptication ne soit pas vérité. Nous pouvons alors,
comme il est facile de le voir, supposer que l'on ait

<! > 0, & > 0, 0& &<t > 0.

En vertu de la condition 6 du § i3 il existe un nombre e, (><)). tut
<jue

(a + A -<- ) )c = <!&

Choisissons enfin un nombre d qui satisfasse en même temps aux
inégalités

</>0, </<t, f/<c,
et désignons par/M et /< deux nombres entiers rationnels, (~o), têts
que l'on ait respectivement

W</«~(fM+t)(/
et

/~<:&(7<+))f/.

L'existence de tels nombres M, est une conséquence imotédiato
du théorème d'Archimëde (théorème XVII du § i3). En se reportant
a la remarque faite au début de la démonstration actuelle, nous tirons
des dernières inégalités, en les multipliant l'une par l'autre,

<T<' W/«/'+ (M +/<+ ))<
> m/<f/

et en retranchant l'une de l'autre ces dernières

<!& (/K+ /t +<)<
Or

~</<<T, ~<:&, </<t,
et, par suite.

(m b(M+M~-t)~<:0'-t-+.).
C'est-à-dire

<.r&<:(<jt~-&+))~,
ou, puisque ~.<;c,

ab ba < (a -i- b +<!&–&a!<:(a-)-<'+))e.

Cette inégatité est en contradiction avec la détermination du nombre r
et, par suite, le théorèmeXXXVIII est démontré.



§33.

La loi commutative de la multiplication dans un systèmenumérique
non archimédien.

TnËonÈME XXXIX. 7)a/M«/! ~CMM~«c/Myï'~<'w~</«'~ /«
/M t'0/K/KH/<«'e </C la /KM/C<?</0/< K'EST PAS une conséquence MCCCMaw
(les autres règles de c~/CM/; c'e~-a-~n?qu'il existeKH ~~Mde nombres
qui possède les /)/A i-ti, 13-16, énumérées <tM § 13, ~/C/7!C HK.
WC/yMC de Desargues~'C~~ § 28, OH la loiCO/MWM~~C ~e ~!K/
plication ( 12) S'KST PAS M~fC.

DtMoxsTnATtos. Soit 1 un paramètreetTunc expression quetconquc
comprenantun nombre de termes, fini ou infini, de la forme

T == r, + <"+' -t- <"+' +/<"+'+.
ou ~(~o). désignent des nombres rationnel quelconques
et où n est un nombre entier rationnel quelconque ~o. Soit enfin s un
autre paramètre et S une expression quelconque, comprenant un
nombre de termes fini ou infini, de la forme

S=~T,-W'T,+.+'T,-t-
ou T,(~:o),T,,T;j, désignent des expressions quelconques de fa
forme T et où est un nombre entier rationnel quelconque~o. Nous
regarderonsl'ensemble de toutes tes expressions dota forme S comme
un système numérique complexe ~(.~) ou nous conviendrons des
règles de calcul suivantes L'on opérera sur s et comme sur des
paramètres d'après les régies 7-11 du § 13, tandis qu'au lieu de la
rëgte 12 i'on appliquera toujours la formule

(i) ~1=~
Soient maintenant S' et S" deux expressions quelconques de la

)'<))')))€ S

S' = T, + ~'+' T', + <+'T,-t-
S" =~f: -<- T'; +~T;+.

L'on peut évidemmenten les réunissantformer une nouveticcxprcs-



sion S'+ S", ayant aussi la forme S et qui est aussi déterminée d'une
manière univoque. Cette expression 8'+8' sera dite la somme des
nombres représentes par S'et S".

En multipliant tonne li terme les doux expressions S', S' nous
obtiendrons en premier tieu une expression de la forme

s's' == ~r~r: + (f''T~'r; + T, )
-+- (.t")'. "'T, + T~~T; -h ~T~r., )+.

Cette expression, en employant la forn)uie(J), devient evidemMen!
une expression de la forme S, déterminéed'une manière univoque; on
la nommera le /~YM~«'/ du nombre représente par S' par te nombre
représenté par S".

Ces règles de calcul une fois posées, l'exactitude des t'egh's !)
du § t3 devient évidente. H n'est pas non plus dii!!ci)e de vérifier
l'exactitude de t'énoncé 6 du § i3. A cet ei!'et, soient

S' =. T. + T~ -+- T, +.
S"=A-rj+A-+'T~T~+.

deux expressions données de la forme S et supposons que, conformé-
ment à nos conventions, le premier coefficient~ dans T, soit diuerent
de zéro. En comparant les mêmes puissances do s dans les deux
membresd'une équation

(a) 8'8"=:8',

l'on trouve d'abord comme exposant un nombre entier déterminé
d'une manière univoque; puis une succession d'expressions

T<f~t' *)' ~<'
telles que l'expression

S'== .T: +.T~ -t- ~T;+.
veritie l'équation (2) quand on emploie la formule (t); )a démonstra-
tion demandée est ainsi eHectuée.

Finalement, pour rendre possible )a distribution des nombres de
notre système numérique Q(~,<), nous adopterons les conventions sui-



vanter Un nombre du système sera dit <; ou ;>o selon que. dans
t'expression S qui lc représente, le premier coefficientr, de T, est <~

ou ~> o.
Si l'on assigne deux nombres qtfetconques a et & du système numé.

rique complexe, l'on dira que a <~ ou a ;> selon que l'on s respec-
tivement a b <; o ou ;> o.

tt est ctair qu'en adoptant ces conventions tes régies t:<-)6 du § t:<
sont véri(!ées, c'est-à-dire que a(~) est un système numérique de
Dcsargues (comparer )e § 28).

L'énonce 12 du § 13, comme le montre l'équation (t), S'EST t'As
vérifie dans notre système numérique complexe a(~,<), et l'on voit
ainsi que le théorème XXIX est parfnitententexact.

Conformément au théorème XXXVHj. le théorème d'At'c!tim!'dt'
(théorème XVII du § 13) n'est pas vérifie dans le système numérique
~(~) que nous venons de construire.

Nous devons encore faire ressortir ce fait que lesystème numérique
U(t,<), de mémo que les systèmes numériques S et H(<) employés
au § 9 et au § H, renferme seulement un ensemble dénombrabte de
nombres.

§34.

Démonstrationdes deux théorèmes relatifs au th6or6me de Pascal
(Géométrie non pascalienne).

Lorsque dans une Géométrie de l'espace les axiomes t, tt, H!
sont tous vérifiés, il en est de même du théorème de Desargues
(théorème XXXII) et, par suite, il est possible, conformément au
Chapitre V, §24 à § 26, d'introduire duns cette Géométrie un calcul
segmentaire où les énoncés l-H, t3.t6 du § t3 sont également véri-
fiés. Maintenant, si nous admettons encore dans notre Géométrie
t'axiome V d'Archimede, il est évident que le théorème d'Archimëdc
(théorème XVII du § 13) aura lieu dans le calcul segmentaire en
question et que, par suite, la loi commutativedeta multiplication aura
egatement lieu on vertu du théorème XXXVIII. Mais comme la défini-
tion du produit de deux segments dont il est ici questionet qui a ét<'
introduite au § 24 (Jig. ~o) coïncide avec la définitiondu § t5(/ at).



ta loi commutative de la multiplication de deux segments n'est pas
autre chose que le théorème do Pascal. On reconnait ainsi t'exactitudc
duthéorenifXXXVt.

Pour démontt't'r le tttéoreme XXXYH, considérons le système nu-
mérique de Dfsargues~,1) introduit au §33 et construisons& l'aide
de t'c système, de la manière décrite au § 29, une Géométrie do t'es.
pacc, ou tes axiomes t. H. Ut sont tous vérifiés. Mais le théorème de
Pitscat nf sera pas vérifie dans cette Géométrie, car la loi commutative
(le la multiplicationn'a pas lieu dans le système numérique de De-
sargues Q(s, <). La Ge~c~w « /!o~ pascalienne ainsi édifiée est
nfeessHiretnent, aussi, en vertu du théorèmeXXXYi démontré a t'ins-
tant, une Cfu//ïe'<e « non o'c~</n~<c/t/!c x.

ti est évident qu'en adoptant les hypothèsesque nous avons faites,
"n ne peut pas non plus démontrer le théorème de Pascal, quand on
rcgtu'de ta Géométrie de t'espace comme étant une partie d'une
Géonétrie il un nombre quelconque de dimensions, où à coté des
points, droiteset pians se présentent encore d'autres élémentslinéaires
pour lesquels il y a un système correspondantd'axiomes d'association
ft cie distribution joint a l'axiome des parallèles.

§35.

De la démonstration d'un tMor6me quelconque relatif à dos points
d'intersectionau moyen des théorèmes de Pascal et de Desargues.

Toute proposition rotative à des points d'intersection dans le plan
a nécessairement la forme suivante On choisit d'abord un système
de .points et de droites arbitrairessatisfaisant respectivementil la con-
dition que certains points soient sur certaines droites. Quand on
construit alors de la manière connue les droites de jonction et tes
points d'intersection, on finit par obtenir un système de trois droites
dont le théorème nous dit qu'elles se rencontrent en un même
point.t.

Supposons maintenant qu'on donne une Géométrie plane oit les
axiomes t-2, tI.V soient tous vérifiés; nous pouvons alors, d'après
le Chapitre t! § !7, au moyen de deux axes rectangulaires, faire cor-



respondre & tout point un couple de nombres (~, y), et a toute
droite un rapport de troisnombres(M:<<~).!cia?, li, f, (fsont tous
des nombres RÉELS, M et v n'étant pas tous deux nuls, et la condition
qui exprime qu'un point est sur une droite

M~-+t't-M'=00

est une équation au sens habituel de ce mot. Réciproquement, a-.j'.
s, u, <f désignant des nombres du domaine algébrique Q construit
Mu § 9 et Met v n'étant pas tous deux nuis, nous pouvons certainement
admettre que le couple de nombres (a?, y) et le triple de nombres
(M:f:(~) fournissent respectivement un point et une droite de la Géo-
métrie assignée.

Si. pour tous les points et droites qui se présentent dans un théo-
rème ptanaire quelconque relatifà des points d'intersection, on intro-
duit tes couples et tes triples de nombres en question, ce théorème
énoncera qu'une certaine expression A(/?,), dépendant
rationnellementde certains paramètres y" et dont les cuef-
ficients sont réels, s'évanouira toujours,pourvu qu'au lieu de ces para-
mètres, nous introduisions des nombres quelconques du domaine H
considéré au § 9. Nous en concluons que l'expression A(/),, .).
en vertu des règles de calcul 7-12 du § 13, doit aussi s'évanouir iden-
tiquement.

Le théorème de Desarguesétant, conformémentau § 22, vériné dans
la Géométrie assignée, nous pouvons certainement faire usage du
calcul segmentaire introduit au § 24, et comme le théorème de Pascal

y est également vériué, la loi commutative de la multiplication l'est
aussi, en sorte que dans ce calcul segmentaire tes regtesdecatcut 7-12
du § 13 sont toutes vérinées.

Si nous prenons comme axes dans ce nouveau calcul segmentaire
les axes employésci-dessus, en choisissant d'une manière convenable
les points unités E et E', nous voyons que le nouveau calcul segmen-
taire n'est autre que le calcul au moyen de coordonnées employé au-
paravant.

Pour démontrer que, dans le nouveau calcul segmentaire, l'ex-
pression

A(/'<, .y,)



s'évanouit identiquement. il suffit d'appliquer tes tbéoremes do De-
sargues et de Pascat et l'on reconnait que

TOUTE PMPOStTtO!! RELATIVEA DES POtXTS D'INTERSECTION
DANS LA GEOMÉTRtK

ASStCSËE DOIT TOt'JOUKS NÊCESS.UKEHEXT SE PRËSESTER AU MOYES DE PONTS ET

))RO)TËS ACXtUAtRES COMME t;XE COMBtXAtSOS DES THÉORÈMES DE DE8ARGCES ET

))t: PASc.\L. Pa)'conséquent, pour démontror l'exactituded'un théorëme
relatif il des points d'intersection, Kous N'Avons PAS BEso!s d'invoquer
les theot'ëmM de congruence.

CHAPITRE VII.

).E8 COXSTRUCTtOXS GËOMËTRfQUBS REPOSAKT SUR LES AXIOMES !-V

§36.

Les constructions géométriques au moyen de la règle et
du transporteur de segments.

Soit assignée une Géométrie de l'espace ou tes axiomes 1-V sont tous
vérifiés; pourplusde simplicité,nous considérerons seulementdansce
Chapitre une Géométrie plane faisant partie de cette Géométrie,et nous
étudierons la question de savoir quelles sont les constructions géo-
métriques élémentaires que l'on peut effectuer dans une teUe Géo-
métrie.

En se basant sur tes axiomes 1 la résolutiondu problème suivant est
toujours possible

PMM.Èmî. Joindre doux points par une droite et trouver le point
d'intersection de deux droites, lorsque ces dernières ne sont pas paral-
)f'!es.

L'axiome rend possible la résolution du prob!ëme suivant:

PMBLÈME II. Par un point donné mener une parallèleune droite
donnée.

En se basant sur les axiomes de la congruence IV le transport des



segments et des angles est possible, c'est-à-dire que l'on peut, dans la
Géométrie assignée, résoudre les problèmessuivants

PROBLÈME !tt. Porter sur un segment donné a partir d'un point
donné un segment donné.

PMBLÈMEIV. Porter un angle donné le long d'une droite donnée,
c'est-à-dire construire une droite coupant une droite donnée sous un
angle donné.

H n'est possible de résoudre aucun nouveau problème en se basant

sur les axiomes des groupes Il et V; et l'on voit ainsi qu'en employant
exclusivement les axiomes !-V on peut résoudre tous les problèmes
de construction qui sont réductibles aux problèmes !.tV, et ceux-ta
seuls.

Aux problèmes fondamentaux 1-IV nous adjoindrons encore le
suivant

PMBLÈHEV. Ëtevcr une perpendiculaireà une droite donnée.
Nous voyons immédiatementque ce problème Y peut être résolu de

diverses manières au moyen des problèmes I-!V.
Pour résoudre le problème I, nous avons besoin do la BRCLE. Un

instrument servant à résoudre le problème itf, c'est-à-dire à trans-
porter un segment sur une droite donnée, nous te nommerons un
TRANSPORTEUR CE sEGMKNTS. Nous nous proposonsmaintenant de démon-
trer que les problèmes I!, IV et V peuvent être ramenéssa la résolution
des problèmes 1 et 111 et que les problèmes t-V sont tout résotubtcs
uniquement au moyen de la règle et du transporteur de segments.
Nous arriverons donc au résultat suivant

THÉORÈME XL. Les problèmes de constructions~e<MK'~MMqui sont
/'CM/«M?~ en employant e.rc&MM'e/K~ la axiomes F sont nécessaire-
ment possibles à résoudre uniquementau moyen de la règle et ~M trans-
porteur de segments.

DËMONSTRAïtON. Pour ramener le probtëme aux problèmes f et
III joignons le point donné P ( fig. ~8) à un point A quelconquedo a a
droite donnée etprolongeons PA au delà dcA d'une longueur ACégato

à PA. Joignonsalors C à un point quelconque B de la droite donnée et



probngeons CB au delà de B d'une longueur BQ égale H CB; la
drotte PQ est la parallèlecherchée.

Nous résoudrons le problème Y de la manière suivante Soit A
(~J' ~9) un point quelconque de la droite donnée; portons alors sur

cette droite à partir de A et de chaque côté de ce point deux segments
égaux AB et AC et déterminons alors sur deux autres droites quel-
conques issues de A les points E et D, tels que les segments AD et AE

soient égaux aux segments AB et AC. Les droites BD et CE se coupe-
ront en un certain point F et les droites BE et CD en un autre pointH;
FH alors sera la perpendiculaire cherchée.En effet, les angles <); BDC
et <ï:BEC étant des angles inscrits dans la demi-circonférencede dia-
mètre BC sont des angles droits, et par suite, en vertu du théorème
sur le point d'intersection des hauteurs d'un triangle, ici le
triangle BCF, FH sera également perpendiculaire à BC.

Nous pouvons maintenant résoudre sans peine le problème IV,
simplement en menant des droites et en transportant des segments.
Nous emploierons la méthode suivante, où l'on n'a qu'à mener des
parallèles et élever des perpendiculaires Soit l'angle qu'il s'agit de



transporter et soit A son sommet (/ 5o). Par le point A menons
une droite para))ë!e la droito donnée te long de iaquctte nous
devons transporter i'angte p. D'un point quelconque B de l'un des
côtés de t'angte abaissons des perpendiculaires sur l'autre côté de
t'angto et sur la droite l.

Fig. Su.

A C

Soient D et C les pieds de ces perpendiculaires. La construction de
ces perpendicuiairps se fait au moyen des problèmes JI et V. Menons
ensuite du point A une perpendiculaire à CD. et soit E son pied.
D'après la démonstration du § 14, on aura <~CAE==j:t; le pro-
blème IV est donc ramené aux problèmes t et III, et, par suite, le
théorème XL est parfaitement démontre.

§37.

Représentation analytique des coordonnées des points
que l'on peut construire.

Outre les problèmes de Géométrie élémentairetraités dans Je § 36,
il y a encore une nombreuse série de problèmes dont la solution re.
pose exclusivement sur te tracé de droites et le transport de segments.
Ann d'embrasser d'un coup d'œit le domaine de tous les problèmes
résolubles de cette manière, prenons comme base des considérations
que nous allons exposer un système de coordonnées rectangulaires,
et supposons que les coordonnées des points soient, comme d'habi-
tude, représentées par des nombres réels nu des fonctions de certains
paramètresarbitraires. Pour répondre à la question relative a la tota-
lité des points susceptibles d'être construits, nous emploierons tes
considérationssuivantes

Soit donné un système de points déterminés: avec les coordonnées



de ces points nous composerons un domaine R; ce domaine contient
certains nombres réels et certains paramètres arbitraires p. Considé-

rons alors l'ensemblede tous los points susceptiblesd'être construits
en tirant des droites et en transportant des segments déterminés

au moyen du système assigné de points. Le domaine formé par les
coordonnées do ces points sera nommé Q(R); ce domaine renferme
certains nombres réels et certaines fonctions des paramètres arbi-
traires

Nos considérations du § i7 montrent que le tracé de droites et de
parallèles revient analytiquement à l'application de l'addition, multi-
plication, soustraction ou division de segments. Ensuite la formule

connue relative à une rotation, exposée au § 9, enseigne que le trans.
port de segments sur une droite quelconque no nécessite aucune
opération analytique autre que l'extraction de la racine carrée d'une

somme de deux carrés dont on a déjà construit les bases. Réciproque-
ment, on peut toujours, d'après le théorème de Pythagore et au moyen
d'un triangle rectangle, construire la racine carrée d'une somme de
deux carrés segmentaires en transportant simplement des segments.

De ces considérationsrésulte que le domaine Q(R) renferme les
nombres réels et les fonctions des paramètres p, et ceux-là seulement
qui proviennent des nombres et paramètres de R au moyen d'un
nombre fini d'applications des cinq opérations, a savoir les quatre
opérations élémentaires auxquelles nous ajouterons, comme cin-
quième opération, l'extraction de la racine carrée d'une somme de
deux carrés. Nous énoncerons ce résultat ainsi

THÉORÈME XLI. Un problème de construction géométrique est
résoluble par le tracé de droites et le transport de segments, c'est-
à-dire au moyen de la règle et du transporteur de segments,au seul et
unique cas où, dans la solution analytique du problème, les points
cherchés sont des fonctions des coordonnées des points donnés dont
l'expression n'exige que des opérations rationnettes et de plus l'opé-
ration de l'extractionde la racine carrée d'une sommede deux carrés.

Ce théorème nous montre immédiatementque tout problème réso-
lubleà l'aide du compas ne l'est pas forcémentquand on ne se sert que
de la règle et du transporteur de segments. Pour le voir, considérons



la Géométrie que nous avons édifiée au § U t'aide du domaine numé-
rique atgébrique0; dans cette Géométrie, il n'y a que des segments
susceptiblesd'être construits au moyen de la rëgto et du transporteur
de segments, à savoir les segments détenninéa par les nombres du
domaine ÛL

Soit <u un nombre quelconque de Q; la définition du domaine 0
nous montre que tout nombre algébrique conjugué de M doit aussi
faire partie de C, et, puisque les nombres du domaine û sont évidem-
ment tous réels, it en résulte que le domaine Q ne peut contenir que des
nombres réels algébriquesdont les conjugués sont également réels.

Proposons-nous maintenant le probteme qui consiste & construire
un triangle rectangle d'hypoténuse égate a ), et dont l'un des côtés
de l'angle droit soit égal à j~/2)–t. Or le nombre algébrique
Vzjy'aj– qui exprime la valeur numérique de l'autre côté de
l'angle droit, n'est pas contenu dans le domaine numérique Q, car

son conjugué y– 2 ) y'a ( a se trouve être imaginaire. Le problème
proposé n'est donc pas résotubte dans la Géométrie assignée et ne
peut donc pas être résolu au moyen de la règle et du transporteur de
segments, bien que la construction en soit immédiatement possible
au moyen du compas.

§ 38.

Représentation des nombres algébriques et des fonctions rationnelles
entières comme sommes de carrés.

La question de la possibilité des constructions géométriques à
l'aide de la règle et du transporteur de segments nécessite, pour être
traitée plus complètement, quelques théorèmes d'un caractère arith-
métique et algébrique, qui me semblent présenter, par eux-mêmes,
un grand intérêt.

On sait, depuis Fermât, que tout nombre entier rationnel positif
peut être représenté comme somme de quatre carrés. Ce théorème
de Fermat admet la remarquablegénéralisation suivante

DÉmuTtox. Soit k un corps de nombres quelconques; soit M le
degré de ce corps désignons par A", A" tes M–ï corps



conjugués de k. Parmi les m corps s'it s'en présente
un ou plusieurs composés de nombres tous réels, nous nommerons
ces corps des corps réels: supposons que ce soient, par exemple, !es
corps Un nombre <xdu corps k est alors dit totalement
/)OM'«/'f/a/!A' quand les f nombres conjugués à e: respectivement con-
tenus dans sont tous positifs. Au contraire, s'it se
présente aussi des nombres imaginaires, dans chacun des m.corps

chaque nombre w dans k sera toujours dit totalement
positif.

TnËOHÈME XL! Tout nombre totalement positif dans k est repré-
sentable comme somme de quatre carrés dont les bases sont des nombres
entiers ~M ~c/<o/<a('du corps k.

La démonstrationde ce théorème présente des diMcuités considé-
rabtes; elle repose essentiellement sur !a théorie dos corps relati-
vement quadratiques que j'ai développée dernièrement dans plu-
sieurs travaux ('). Je ne citerai ici que le théorème de cette théorie
qui assigne les conditions nécessaires pour qu'on puisse résoudre
l'équation ternaire de Diophante de la forme

«~+Pt)'+y~==o,

où les coefficients a, y sont des nombres donnés de k et où
désignent des nombres cherchés de k. La démonstration du théo.
rëme XLII se fait au moyen de l'application réitérée du théorème
précédent.

Du théorème XLII découle une suite de propositions relatives a
la représentation des fonctions rationnelles d'une variable a eoefR.
cients rationnels, qui ne prennent jamais de valeurs négatives. Je ne
citerai que le théorème suivant, qui nous sera utile dans les para.
graphes suivants

THÉORÈME XLIII. Désignonspar f(x) une fonction entière ration-
nelle de x, dont les coefficientssont des nombres rationnelset qui ne

( ) CM<~<Mt-yXeo/'<edar «&!«p-~M~~t~e/<~t<(/<tA~t~<~< De«MeAw
;M< ~WM~«/ t. VI, .899, ot JMa<A. ~/M<t~n, t. U); en6o Pe&e<- ~«' Meo~e
w~«~&<-MMZ~/A<<'f(A4!<-Ar.d. ~r. Cet. fy. )~w. GMM~ tSgS).

(D. HtLBEM.)



prend jamais des valeurs négatives quand on donne à x des valeurs
réellesquelconques. Cela posé,/(.r) est toujours représcntabtecommequotient de deux sommes de carrés dont toutes tes bases sont des
fonctions entières rationnelles de x à coefficients rationnels.

DËMONS-rxA-noN. Désignons par m ie degré de ta fonction assignée
/(<P); ce degré doit Être évidemment toujours pair. Dans le cas m = o,c'est-à-dire quand f(x) est un nombre rationnel, l'exactitudeduthéo.
rèrne XUM est une conséquence immédiate du théorème de Fermat
sur la représentation d'un nombre positif comme somme de quatre
carrés. Supposons maintenant que le théorème ait été démontré pourles fonctions de degré 2, 4,6. m- a, et démontrons alors qu'i)1
a encore lieu pour le cas d'une fonction de degré ainsi qu'il suit

Considérons d'abord rapidement le cas où f(x) est décomposable
en un produitdo deux ou plusieurs fonctions entières de x ù coeffi-
cients rationnels. Supposons que~(a?) soit une tette fonction contenue
dans/(a?) et qui ne soit pas ette-méme décomposabte en un produit
(te fonctions entières à coefficients rationnels; alors, du caractère
défini que nous avons attribué à la fonctionf(x) résulte que le fac-
teur p(x) se présente dans /(a?) élevé a une puissance paire, ou bien
qu'il est lui-même défini, c'est-à-dire que c'est une fonction qui, pour
les valeurs réelles de x, ne prend jamais une valeur négative. Dans le
premier cas, le quotient {~ dans le second, p(x), ainsi que

sont des fonctions définies, et ces fonctions ont un degré

pair <M. Par suite de notre hypothèse, j/~ dans le premier cas,
et p(x) ainsi que

-L– dans le second, sont donc représentabtes

comme quotientsde sommes de carrés de la nature indiquée dans le
théorème XLIII, et, par conséquent, dans les deux cas, la fonction
f(x) admet aussi la représentation demandée.

Considérons maintenant l'hypothèse où/(.c) ne peut pas être dé-
composé en un produit de deux fonctions entièresà coefficientsration-
nets. L'équation/(&)==o définit alors un corps de nombres algé-
briques ~(&) de degré ~t qui est imaginaire, ainsi que tous ses corps
conjugués. Puisque,d'après ta définitionqui précède le théorème XLH,



tout nombre situé dans A(9) et. par suite aussi. en particulier le
nombre est totalement positif dans ~(Sr), il y aura, d'après te
théorème XLII, une représentation du nombre t par une somme de
quatre carrés de certains nombres de ~(&); soit, par exemple,

(t) -)=e{'+P'+y'+3',

(t. Y, $ étant des nombres entiers ou fractionnaires de ~(&).
Posons

Ct ~<+<&+<.r, =<?(&),
P =-&,&+A,Sr'+.t-~=~(9),
y = c,5"+ c~+.+ e~ = x(&).
~== <&+~3"+.+~,=p(3r);

ici a,,< .a,H, ~désignentdes coeMcients numé-
riques rationnels et '?(9), ~(~). ~(&), p(~) les fonctions rationnettes
entières en question de degré (?!–)) en 9~.

En vertu do (i) on a

+ [?(&)]'+ ['K&)]'+ [x(~]'+ [p(&)]'= o,

et, en ayant égard à l'irréductibitttéde l'équation/~) = o, on voit
que l'expression

F(x) = i + [?(.t-)]'+ [<K .<-)]'+ [x(~)]'+ [p(.c)]'

représente nécessairementune fonctionentière rationnelle de a?, divi-
sible par/(a?). F(x) est évidemment une fonction dénnie de degré

(2m a) ou de degré moindre,et par conséquent le quotient est

une fonction définie de degré (/M 2) en x ou de degré moindre.
à coetncientsrationnels. Par suite, en ayant égard à notre hypothèse.
..r~

est représentabte comme le quotient de deux sommes de quatre
carrés de la nature indiquée dans le théorème XUtt et, comme F(x)
mémo est une somme de tels carrés, il en résulte que/(<c)aussi est
nécessairement le quotient de deux sommes de carrés de la nature
indiquée dans le théorème XLIII. Nous avons ainsi complètement
démontré le théorèmeXLIII.

Il serait peut-être très diftlcile d'établir et de démontrer tes propo-



sitions analogues pour des fonctions entières rationnelles de deux ou
plusieurs variables; je me bornerai à remarquer que j'ai démontré
d'une manière tout à fait différente la possibilité de représenter une
fonction entière rationnelle dénnie quelconque de deux variables
comme quotientde sommes de carrés de fonctionsentières, en suppo-
sant que les fonctions représentantes puissent avoir des coefficients
non seulement rationnels, mais encore réels quelconques

§39.

Criterium de la possibilité d'effectuer les constructions géométriques
au moyen de la règle et du transporteur de segments.

Étant donné un problème de construction géométrique qui soitréso-
lubie au moyen du compas, nous nous proposerons maintenant de
rechercher un criterium qui nous permettra de décider, au moyen de
la nature analytiquedu problèmeet de ses solutions, si la construction
en est possible en se servant uniquement de la rëgtc et du transpor-
teur de segments. Cette recherche nous conduit au théorème suivant:

THÉORÈME XLÏV. Étant donné un ~~Mfde CO~~MC«M ~OM~.
~Me que dans la solution analytique de ce ~&~Ke on puisse
trouper les coordonnées des points C~M'A~ en se servant uniquement~t!/M~ rationnelles et d'extractions de racinescarrdes, D0r/a/!< sur
les coordonnées des points donnés, soit n le nombre minimum de ~CMM
carrées ~Mt~M~e~à l'évaluationdes coordonnées;pour que le problème
de construction proposé puisse dire résoluuniquement en~y! droites

en transportant des segments, il est nécessaire et suffisant que le pro-
blème géométrique ait exactement 2" solutions réelles. et cela pour TOUTES
les positionsdes points donnés, C'e~-O~pour TOUTES les valeurs des pa-
ramètres arbitraires qui se présentent dans les coordonnées des points
donnés.

DÉMONSTRATMN. Nous démontrerons ce théorème XLIV exclusive-

(') Ce~r dofinite ~<-me/< (~<t M«<AeM<!<M< t. XVH).H'



ment dans te cas où les coordonnées des points donnés sont des
fonctions rationnelles à coefncients rationnels d'Mt paramètre p.

La nécessité du criterium énoncé est évidente. Pour démontrer que
le criterium est suffisant, supposons-le vérifié et considérons alors
parmi tes/! racines carrées celle qui, dans t'évatuationdes coordonnées
du point cherché, doit être extraite LA pREMtÈRE. L'expressionsous le
radical en question est une fonction rationnette/,(~) a coefficients
rationnelsdu paramètrep; cette fonction rationnelle ne pourra prendre
de valeurs négativespour aucune valeur réelle du paramètre p; sinon
le problème pourrait, pour certaines valeurs de p, avoir des solutions
imaginaires, ce qui serait contraireà l'hypothèse, tt résulte donc alors
du théorème XLIII que f, (p) est représentable par un quotient de

sommes de carrés de fonctions rationnelles entières.
Maintenant tes formules

~a'+ &'+ c'=v'(v'<+- ~')'-t- c'.

V~+C'+~'=y'(~t-&'+'C')'+d'

font voir que l'extraction de la racine carrée d'une somme d'un
nombre quelconque de carrés peut toujours se ramener à l'extraction
réitérée de la racine carrée d'une somme de deux carrés.

En joignant cette observation aux résultats précédents, on recon-
nait que l'expression\/y,(r) peut être construiteà l'aide de la règle et
du transporteur de segments.

Considérons maintenant, parmi les n racines carrées, celle qui
dans l'évaluation des coordonnéesdu point cherché doit être extraite
LADEuxtÈNE. L'expression sous le radical dont il est ators question est
une fonction rationneito /,(r. ~) du paramètre p et de la racine
carrée considérée en premier lieu; cette fonction~n'est pour aucune
valeur paramétrique réette p, ni pour aucun des deux signes de
susceptible de valeurs négatives, sinon le problème assigné pourrait,
pour certaines valeurs de p, admettre parmi ses 2" solutionsdes solu-
tions imaginaires, ce qui serait contraire à l'hypothèse. De ta résulte
que/, doit vérifier une équation quadratique de la forme

/?~)/.+~(p)==o



où (p) et < (~) sont nécessairement des fonctions rationnelles de p.
à coefNcients rationnels,qui pour des valeurs réettes de p ne prennent
jamais des valeurs négatives. De la dernière équation quadratiqueon
tire /±~

?.(~)

Or, en vertu du théorème XLIII, tes fonctions<p,(y) et (p) doivent
être <tcs quotients de sommes de carrés de fonctions rationnelles et,
d'autre part, t'cxpression est, d'après ce qui précède, susceptible
d'être construite au moyen de la règle et du transporteur de segments;
l'expression trouvée pour/a montre donc que f, est un quotient de

sommes de carrés de fonctionsque l'on sait aussi construire. Par con-
séquent, l'expression y~ est également susceptible d'être construite

au moyen de la règle et du transporteurde segments.
De même que l'expression toute autre fonction rationnelle

?a(/ ~70 de p et de est également un quotient de deux sommes
de carrés de fonctions que l'on sait construire, pourvu que cette
fonction rationnelle ~jouisse de la propriété de ne jamais prendre de
valeurs négatives pour des valeurs réelles du paramètre p et pour les
deux déterminationsde y'

Cette remarque permet de réitérer le procédé de déduction employé
jusqu'ici, de la manière suivante

Soity~. y~, \D une expression dépendant rationnellement des

trois arguments p, y~ y~, et dont la racine carrée, dans l'évaluation
analytique des coordonnées des points cherchés,doit être extraite u
TMtSfÈME. Comme précédemment, nous concluons que~, ne prendra de
valeurs négatives pour aucune valeur réette de p et pour aucune des
deux déterminationsde v~ et y~; ce fait montre encore que/, doit
vérifier une équation quadratiquede la forme

/î <P.(~ V~. v7.)/. -<- ')' V~ v90 = 0.

où <pt et désignentdes fonctions rationnelles de p et de et y~
qui, pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des deux détermi-

nations de y~etde y~, ne peuvent prendre des valeurs négatives. Or,



puisque <~ et d'après une remarque précédente, sont des quo-
tients de deux sommes de carrés d'expressionsque l'on sait construire,
il s'ensuit qu'il en est de même do l'expression

/,=.~±M~
3- ?.(/v~/t'v~)

et que, par conséquent, est également susceptible d'être construit
au moyen de la règle et du transporteur de segments.

L'itération de cette méthode de raisonnement conduit à la démon-
stration du théorèmeXLIVdans le cas envisagé d'ex paramètre.

L'exactitude du théorème XHV dans le cas générât dépend de Ja
question de savoirs! le théorèmeXLIII peut être étendu d'une manière
analogue au cas de plusieurs variables.

On peut, comme exemple de l'application du théorème XLIV, con-
sidérer les polygones réguliers qui sont susceptiblesd'être construits
a l'aide du compas. Dans ce cas, il ne se présente pas de paramètre
arbitraire p, et les expressions que l'on doit construire représentent
simplement toutes des nombres algébriques. On voit sans peine que
le criterium du théorème XLIV est rempli et l'on reconnait, par suite.
que tous ces polygones réguliers peuvent être construitsen se servant
uniquement de la règle et du transporteur de segments, résultat
que l'on pourraitd'ailleurs tirer directement de la ?'AeOnede la dipision
du cercle (A'reM~e</M/!g).

En ce qui concerne les autres problèmes de construction connus de
la Géométrie élémentaire, je me bornerai à dire ici que le problème de
Malfatti peut être résolu en ne se servant que de la règle et du trans-
porteur de segments, tandis qu'il n'en est pas de même du problème
de contacts d'Apollonius.

Conclusion (').

Le précédent Travail ne traite essentiellement que les problèmes de
la Géométrie eMC/M~Mne, c'est-à-dire qu'il n'y est discuté que les
questions qui se présentent quand on admet l'exactitude de l'axiome

(') A partir d'ici ju~u'au Tableau do la page ae8, to texte ost <mH4remem nouveau
et n'existe pas dans i'ëdition allemande. ( Le y~«&<c<e<M'.)



des parallèles. Il n'en est pas moins important de discuter les prin-
cipes et les théorèmes fondamentauxde ia Géométrie quand on fait
abstractionde l'axiome dos parallèles.Nous avonsaussi exclu de notre
étude la question importante de savoir s'il est possible, sans la notion
du plan ni de la droite, au seul moyen des points comme éléments et
en employant la notion des groupes des déplacements,ou a l'aide de
la notion de distance, d'édifier la Géométrie d'une manière logique.
Cette dernière question a (ait récemment des progrès considérâmes,
grâce aux travaux fondamentaux et féconds de Sophus Lie. Néanmoins.
pour éctaircir complètementla question, il serait bon de subdiviser en
plusieursl'axiome de Lie que l'espace est une multiplicité numérique;
et avant tout il me semblerait désirable que l'on fit une discussion
approfondie de l'hypothèse de Lie que les fonctions qui donnent les
déplacements sont non seulementcontinues, mais encore susceptibles
de différentiation. Quant à moi, il ne me semble pas probable que les
axiomes géométriquesrenfermésdans la condition de la possibilité de
la différentiation soient tous nécessaires.

Dans le traitement de toutes les questionsde ce genre, je crois que
les méthodes et les principes dévetoppés dans le précédent Méntoirn
seront utiles. Comme exemple je renverrai à une étude entreprise a

mon instigation par M. Dehn et qui vient de paraître ('). Dans cette
étude sont discutés les théorèmes connus de Legendre sur la somme
des angles d'un triangle, que ce géomètrea démontrésau moyen de la
continuité.

Les considérationsde M. Dehn reposent sur les axiomes de l'asso-
ciation, de la distribution et de la congruence, c'est-à-dire tes groupes
d'axiomes t, II, IV; au contraire, l'axiome des parattctes et l'axiome
d'Archimède sont exclus. D'autre part, les axiomes de distribution
sont énoncés d'une manière plus générale que dans le travail actuel,
à peu près comme il suit Parmi quatre pointsA.B.C.D d'une droite,
il y en a toujours deux, A, C, par exemple, qui sont séparés par tes
deux autres B et D, et réciproquement. Cinq points A, B, C, D, E
sur une droite peuvent toujours être distribuésde telle sorte que A, C

(') ~<!<A. ~M<t&«, t. un (<9oo).



soient séparés par B, D et par B. Ë, ensuite que A, D soient séparés
par B, E et par C, E et ainsi de suite. De cette façon, co qui n'a pas lieu
dans mon présent Mémoire, la Géométrie riemannienne (elliptique)
n'est pas excluea priori.

En se basant sur tes axiomes d'association, de distribution et de
congruence, c'est-à-dire sur les axiomes t. H, IV, on peut introduire
de la manière connue les éléments dits «/~<wa'(points, droites, plans
idéaux). Cela fait, M. Dehn démontre le théorème suivant

Si l'on regarde toutes les droitesc< tous les points (idéaux et réels) du
plan, à l'exception d'une droite unique t des pointsM'/M~ sur t, comme
éléments d'une nouvelleG~o/Me7ne, on peut pour cette nouvelleGéométrie
définir un nouveau genre de congruencede telle sorte que celle Géométrie
vérifie tous les axiomes d'association, de </M/<A(<«b/<, de congruence,
ainsi que l'axiome d'Euctide, la droite < dans cette ~o/n~n<'y'oMa/ le
hXs de la droite de l'infini.

Cette Géométrie euclidienne imposée pour ainsi dire au plan non
pMc~'e/t sera dite une pseudo-Géométrieet !e nouveau genre de con-
gruence une/WM~o.coM~Me/tcc.

En invoquant le théorème qui précède, on peut alors introduire un
calcul segmentaire relatif au plan, en s'appuyant sur les développe-
ments du Chap. !M, § 15. Ce calcul segmentaire permet de démontrer
l'important théorème suivant

Si dans un triangle ~M~OM~MC somme des angles est

plus grande que. (

égale& a droits
plus petiteque.

il en sera de TM~Me dans tOUt triangle.

Le cas où la somme des angles est égale à deux droits donne le
théorèmebien connu de Legendre; mais, pour le démontrer, Legendre
s'est servi de la continuité.

M. Dehn discute alors la connexion entre les trois différentes hypo-
thèses relatives à la somme des angles et les trois différentes
hypothèses relatives aux parallèles.



M arrive ainsi aux remarquablespropositionssuivantes

De <*A~K~M que par un point donné l'on peut mener à une droite
une !{/ZM~de parallèles il s'ensuit, si l'on exclut l'axiome<f~A<M<~C,
NON PAS que la somme des angles d'un triangle est plus petite que deux
droits, mais au contraireque cette somme peut

(a) plus grande que a droits
(<') 6g<t)e&3dro!ts.

Pour démontrer le cas (a) de ce théorème, M. Dehn édifie une
Géométrie où l'on peut mener par un point une infinité de parallèles

une droite et où, d'ailleurs, sont aussi vérinés tous les théorèmesde
la Géométrie riemanienne (et)iptique). A cette Géométrie convient le
nom de Géométrienon legendrienne, car elle est en contradiction avec
le théorème de Legendro en vertu duquel la somme des angles d'un
triangle n'est jamais plus grande que a droits. De l'existencede cette
Géométrienon legendrienne il résulte immédiatementqu'il est impos-
sible de démontrer le précédent théorème de Legendre sans employer
l'axiome d'Archimedc; et, on effet, Legendre se sert de la continuité
pour démontrer son théorème.

Pour démontrer le cas (&) du théorème précité, on édifie une
Géométrie sans axiome des parallèles et où sont néanmoins véri&és
tous les théorèmes de la Géométrie euclidienne la somme des angles
d'un triangle est égale à deux droits, il y a des triangles semblables,
les extrémités de perpendiculaires de même longueur menées à une
droite sont toutes situées sur la même droite, etc. De l'existence de
cette Géométrie s'ensuit que, si l'on fait abstraction de l'axiome d'Ar-
chimède, l'axiomedes parallèles ne peut être remplacé par aucune des
propositions que l'on regarded'habitudecomme lui étant équivalentes.

Cette nouvelle Géométrie peut être dite une Géométrie semi-eucli-
</<e/MM. De même que la Géométnenon tegendrienne, il est clair que la
Géométrie semi-euclidienne est en m6mo temps une Géométrie non
archimédienne.

M. Dehn arrive finalementà ce théorème surprenant

De l'hypothèse ~M'tV/t'ea~e aucune parallèle,il s'ensuit que la somme
des anglesd'un <fMM~Sest plusgrande que deux droits.



Ce théorème montre que les deux hypothèses non euclidiennes sur
les parallèles se comportent d'une manière absolument différente
Yt8.h-vts de t'axiomed'Afchimëde.

On peut réunir les résultats énonces par les théorèmes précédents
dans le Tableau suivant

La MmnM Par H)) point donnd t'en peut mener à une droite~M~m
(l'un trlanglo

oft aucune paraMte. une paratMe. une iaOatM do parallèles,

GtomAtrto

> droits do Riemann Cas impossible Mom~r e
(oUiptique) non 'ogendrienno

Géométrie
< t droits Cas Impossible eactidienno L.6om@M6

0(parabolique) Mmi-ou.Mie,.ne

Géomëtrte
= droits CasimpoMibte Cas impossible do Lobatschowski

(hyperboiiqMe)}

Maintenant mon présent Travail, comme je l'ai déjà dit, cstp)ut6t
une recherche critique sur tes principes de la Géométrie <Me/«~e/~ie.
Dans cette recherche nous avons eu pour guide ce principe fonda-
mental faire la discussion de chaque question qui se présente de
manière à examiner en même temps s'il est possible ou non de
répondre à cette question en suivant une voie assignée d'avance et en
se servant de certains moyens Hmités. Ce principe fondamental me
semble contenir unerègle générale et conformeà la nature deschoses.
En effet, lorsque dans nos recherchesmathématiques nous rencontrons
un problème ou lorsque nous soupçonnons un théorème, notre esprit
n'est satisfait que lorsque nous possédons la solutioncomplètedu pro-
blème et la démonstration rigoureuse du théorème, ou bien lorsque
nous connaissons bien clairement la raison de l'impossibilité de la
réussite et, par suite, aussi celle de la nécessité de l'insuccès.



H.

C'est ainsi que, dans les Mathématiques modernes, la question de
l'impossibilitéde certaines solutions ou prohtemcs joue un rôle pré-
pondérant et que les efforts faits pour repondre a des questions de ce
genre ont été l'occasion de la découverte de domaines de recherche
nouveaux et féconds. Rappelons seulement à ce propos la démonstra-
tion d'Abc) de l'impossibilité de résoudre l'équation du cinquième
degré au moyen de radicaux, puis la découverte de l'impossibilitéde
démontrer l'axiome des parallèles, enfin les théorèmesde MM. Hermite
e! Lindemann sur l'impossibilité de construire par la voie atgébrique
les nombres e et~t.

Ce principe fondamental, en vertu duquel on doit partout discuter
les principes de la possibilité des démonstrations, est intimement lié à
la condition de la « pureté M des méthodesde démonstrationqui, dans
ces derniers temps, a été considérée comme de la plus haute impor-
tance par nombre de mathématiciens. Au fond, cette condition n'est
pas autre qu'une conception subjective du principe fondamental suivi
ici, En erret, t'étude géométrique précédente cherche, en général,
a expliquerquels sont tes axiomes, hypothèses ou moyensnécessaires

il ta démonstrationd'une vérité de Géométrieélémentaire, et il ne reste
plus alors qu'à juger, d'après le point de vue 'auquel on s'est ptacc.
quelles sont les méthodes de démonstration que l'on doit préférer.

Pour le dessin des figures, ainsi que pour la correctiondes épreuves.
l'aide de M. le D' Hans von Schapcr m'a été d'un grand secours; je lui

en présente ici tous mes remerciements. Je remercie aussi de même

mes amis MM. Hermann Minkowski et Julius Sommer de m'avoir
prêté leur concours pour corriger des épreuves.

ERRATA.

Pago 89, formulo ()), ou lieu do ==–~<; lire ~= a~.
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