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MATGRA2

Exercice 1 (11 points)
On rappelle que la fonction échelon unité, notée U, est définie sur I’ensemble des nombres réels
par : :
U@)=0 sit<0
U@)=1 sit=20

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur I’intervalle |—o0;0].

1. On considére la fonction causale e définie sur I’ensemble des nombres réels par :
e(t)= 4[U(t)—U(t—2)] .

a) Tracer la représentation graphique de la fonction e dans un repére orthonormal.

b) On note E la transformée de Laplace de la fonction e.
Déterminer E(p).

2. On considére la fonction s telle que :
45'(t)+ s(t) = el(r) et s(0)=0.
On admet que la fonction s posséde une transformée de Laplace, notée S.

Démontrer que :

1 . (l—e'z").

3. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
1 a b

. —-
p

+= +=

P(P 4j p 4

4. Compléter le tableau ci-dessous dans lequel f désigne la fonction causale associée a F :

1 1,
F(P) l le—Zp +l +le P
p p p 4 p 4
) | Ul

5. a) Déterminer s(¢), ¢ ciésignant un nombre réel quelconque.
b) Vérifier que :
s)=0 si t<0

t
Js(t)=4-4e'z si 0<r<2
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6. a) Justifier que la fonction s est croissante sur I'intervalle [0;2].

b) Déterminer ltmzl s(z).

<2
7. a) Déterminer le sens de variation de la fonction s sur I’intervalle [2;+ oo .

b) Déterminer lim s(t).

1>+

8. Tracer la courbe représentative de la fonction s dans un repére orthonormal.
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Exercice 2 (9 points)

Dans ce probléme, on approche un signal a I’aide d’une fonction affine par morceaux.

On désigne par E un nombre réel de I’intervalle ]0;3].
On consideére la fonction f définie sur R, paire, périodique de période 5, telle que :

Ext si 0<t<l1
f(1)={(3-E)t+2E-3  si 1<t<2.

{3 si 2_<_ts—5-
2

Partie A :

Dans cette partie, et uniquement dans cette partie, on se place dans le cas ou E = 2.

1. Préciser I’écriture de f{¢) sur chacun des intervalles [ 0;1[, [1;2] et [ 2; g— } .

2. Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [ -5;10].

Partie B :

Dans cette partie, on se place dans le cas général, c’est-a-dire dans le cas ou la valeur de E n’est
pas spécifiée.

On appelle S la série de Fourier associée 4 la fonction f.

On note S(t)=a, + Z[an cos (Z—’Smtj +b, sin (%ID :
n=l1

1. Montrer que la valeur moyenne de la fonction f sur une période est a, =2 E+3 .

2. Déterminer b, pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1.

3. a) Montrer que pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1 :

Il 2nn 5 . (2nrn 25 2nn
tcos| —t¢ |dt = sin +——| cos -11.
0 5 2nm 5 dn‘nm 5
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5
b) On a calculé les intégrales Lz £ (¢)cos (_ZZR t.}d,t. et .P f (t)cos(—zgut t) dr.
2

On a ainsi obtenu, pour tout nombre entier naturel »n supérieur ou égal a 1 :

f f(t)cos(%"-’ftjdt— poe [(215 3)cos{25 ]+(3 E)cos(4;m] Ej

En déduire que pour tout nombre entier naturel »n supérieur ou égal a1 :

a =—>_ ((ZE 3)005(2 )+(3 E)cos(4m] E]
n’n? 5 5

4. Pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 1, on appelle u,1’harmonique de rang n.

Onaalors u,(t) =a, cos(zsﬂt] +b, sin[z—;m-tj pour tout nombre réel ¢.

a) Montrer qu’au rang 5, u,(f) est nul pour tout nombre réel «.

b) On appelle E, la valeur de E pour laquelle I’harmonique de rang 3 est nulle, c’est-a-dire la
valeur de E telle que u,(¢) est nul pour tout nombre réel z.

Déterminer la valeur exacte, puis une valeur approchée a 107 prés, de E,.

Dans ce probléme, a l’aide d’un transformateur a diode, on approche un signal sinusoidal redressé
par une fonction affine par morceaux.

Un tel signal avec us(f)=u,(t)= 0 permettra :
v 5’il est associé a un moteur, de réduire les a-coups du couple
v’ s’il est associé & un transformateur, d’éviter des pertes

v’ s’il est associé a un filtre, d’éliminer plus facilement les harmoniques de rang impair
d’ordre supérieur.
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